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2*/,-4 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 2 *'(- -/' 7.� ,7*< -+* +*4-,*' ,. 1-)(6 ('*-) .5

/./�*80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 37<)(6) ��) D �� D �$ D �K� C

��. (23.+,-/, 5*-,0+*) *�7(1(,*' 1< -44 9+-/04-+ 2 *'(- -+* ,7-, .+'(/-+< ,*2 �

3*+-,0+* () /., +*4*G-/, -/' (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) '())(3-,* */*+9<C �7*)*

5*-,0+*) )*+G* -) - '*�/(,(./ .5 �9+-/04-+ 2 *'(-� -/' -+* 2.,(G-,*' 1< ,7* *� �

-234* .5 )-/' C F/ ,7() 6-)* ,7* +*4*G-/, */*+9< )6-4* -)).6(-,*' � (,7 ,7*+2 -4

�



06,0-,(./) () �� � D �7(67 )7.04' 1* 6.23-+*' � (,7 ,7* */*+9< /**'*' ,. +-()*

- 9+-(/ .5 )-/' ./* '(-2 *,*+ (/ ,7* �-+,7 �) 9+-G(,-,(./-4 �*4' C �.+ ,<3(6-4 G-4�

0*) .5 ,7* 3-+-2 *,*+) D ,7* 9+-(/ */*+9< )6-4* () .5 .+'*+ �J �� ,(2 *) ,7-, .5 ,7*

,*23*+-,0+* )6-4* �)� C �7() 2 *-/) ,7-, D -) - 6./)*80*/6* .5 ,7* )(�* .5 ,7* 9+-(/)

*.5 .+'*+ ��2 .+ 4-+9*++ (, () -4�-<) - 9..' -33+.� (2 -,(./ ,. )*, � � J C & 4). D

1 *6-0)* 9+-(/) -+* 4-+9* D *-67 9+-(/ 6./,-(/) 2 -/< -,.2 ) .+ 2 .4*604*) -/' */*+9<

� (44 /*6*))-+(4< 1 * 4.), '0* ,. 7*-,(/9 .+ .,7*+ *�*6,) (/ *-67 (/,*+-6,(./ C �70)

,7* ��	 � .5 ,<3(6-4 9+-(/) D 6.21(/*' � (,7 ,7* 4-+9* /021*+ .5 9+-(/) D /*6*))(,-,*) -

),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./ (/ ,7* 4(2 (, .5 �*+. ,*23*+-,0+* C �7() ),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./

() 50+,7*+ 6.234(6-,*' 1< ,7* */*+9< '())(3-,(./ 2*67-/()2 D �7(67 () '*3 */'*/,

./ (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) -/' ,7*+*5.+* 7*,*+.9*/*.0) C

�7* � +), '(� 604,< ,7-, 20), 1 * .G*+6.2* ,. -++(G* -, - ),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./

() ,7* 4-6� .5 ,7*+2 -4 06,0-,(./) C & 6*/,+-4 3+.3 *+,< */5.+6*' 1< ,7*+2 -4 06�

,0-,(./) () ,7-, - ),-,(),(6-4 )<),*2 � (44 *�34.+* -44 .5 (,) 3.))(14* 6./�90+-,(./) D

.5 ,7* )-2 * */*+9<D � (,7 *80-4 3+.1-1(4(,<C �7() *+9.'(6(,< 5.+2 ) ,7* 5.0/'-,(./

.5 *80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) C �.+ - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 '*G.(' .5 *�,*+/-4

3 *+,0+1-,(./ D ,7* �*80(4(1+(02 � ),-,* () ./* -, �7(67 *-67 9+-(/ () -, +*), -/'

,7*+* () /. 2.,(./ C �7() () .1G (.0)4< /., -/ *+9.'(6 )<),*2 -/' - 3-+,(604-+ 9+-(/

3-6� (/9 � (44 /., /*6*))-+(4< 7-G* 3+.3 *+,(*) 6./)(),*/, � (,7 -/ */)*214* .5 9+-(/

3-6� (/9) C �G*/ (/ ,7* 6-)* ,7-, *� ,*+/-4 5.+6(/9 () -334(*' -/' ,7* '</-2 (6) +*-67

I



- ),*-'< ),-,* �7*+* ,7* '())(3-,(./ -, 6./,-6,) () 1-4-/6*' 1< ,7* */*+9< (/� *6,*'

1< *� ,*+/-4 5.+6(/9 D (, () /., .1G(.0) ,7-, *+9.'(6(,< 7.4') -/' (, 2 -< *G*/ 1*

'*3 */'*/, ./ ,7* ,<3 * .5 5.+6(/9 -334(*' C �7*)* )(234* 6./)('*+-,(./) 6-44 (/,.

80*),(./ ,7* 50/'-2 */,-4 10(4'(/9 14.6� .5 *80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) -/'

)099*), - +*�*G-40-,(./ .5 ,7* /./�*80(4(1+(02 '</-2 (6-4 3+. 6*))*) 0/'*+4< (/9 ,7*

2 -6+.)6.3(6 ),-,* .5 ,7* 2 -,*+(-4 C

� 7*/ 6./)('*+(/9 /./�*80(4(1+(02 3+.6*))*) (/ 9+-/04-+ 2 *'(- D (, () /*6*))-+<

,. 3+.3 *+4< (/6.+3.+-,* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C �7*)* (/,*+-6,(./) -+()* -,

6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) D -/' -+* '0* ,. ,7* G()6.�*4-),(6 +*)3./)* .5 ,7* 9+-(/) ,.

'*5.+2 -,(./ ��#� C �7* 50/'-2 */,-4 5*-,0+* .5 9+-(/ (/,*+-6,(./) () ,7-, ,7* (/,*+-6�

,(./ */*+9< (/6+*-)*) +-3('4< � (,7 (/6+*-)(/9 '*5.+2 -,(./ D 3+.'06(/9 - +*304)(G* D

)7.+,�+-/9*' D -/' /./�6./)*+G-,(G* 6./,-6, 5.+6* C E*G*+,7*4*)) D ,7* )3 *6(�6) .5

,7* (/,*+-6,(./) -+* 9*/*+-44< 80(,* 6.234(6-,*' -/' '*3*/' ./ 2 -/< 5-6,.+) C &

6*/,+-4 7<3.,7*)() () ,7-, 2067 .5 ,7* '</-2 (6-4 +*)3 ./)* 6-/ 1 * 0/'*+),. .'

,7+.097 9*/*+(6 6./,-6,�5.+6* 2.'*4) ,7-, 3+.'06* - 30+*4< +*304)(G* 5.+6* 03./

6./,-6, -/' 3+.G('* - 2 *67-/()2 ,. '())(3-,* */*+9< ��%� C �7* -'�0),-14* 3-�

+-2 *,*+) -+* ,7* '())(3-,(./ 3 *+ 6./,-6, -/' ,7* ),(�/*)) .5 ,7* +*304)(./ C �7*

3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ )7*-+ .� ) 7-G* 1 **/ ),0'(*' *�,*/)(G*4< 0)(/9 ,7*)* 2 .'�

*4) -/' (, () 5.0/' ,7-, ,7* 3-6� (/9 5+-6,(./ -/' ,7* 9+-(/ ),(�/*)) 34-< G*+<

(23.+,-/, +.4*) ���� C

)



F5 /. *�,*+/-4 ),+*)) () -334(*' ,. - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 (/ ,7* -1)*/6* .5 9+-G(,<D

(, 80(6� 4< 4.)*) -44 .5 (,) � (/*,(6 */*+9< (/ '())(3-,(G* 6.44()(./) D -/' *-67 9+-(/

6.2 *) ,. +*), C F5 ,7 () . 660+) 5.+ - '(40,* )<),*2 ,7*+* � (44 1 * /. +*)('0-4 6./,-6,)

1 *,�**/ -/< 9+-(/) -/' ,7* ,.,-4 */*+9< .5 ,7* )<),*2 � (44 1 * �*+. C �.�*G*+ D (5

,7* )<),*2 () G*+< '*/)* D ,7*+* � (44 1 * 6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) (/ ,7* +*4-�*' ),-,*

-/' - /./��*+. +*)('0-4 */*+9< � (44 +*2 -(/ '0* ,. 9+-(/ '*5.+2 -,(./ C

F5 -/ *�,*+/-4 ),+*)) () ,7*/ -334(*' ,. ,7* +*4-�*' )<),*2 D 2.,(./ � (44 ./4<

.660+ (5 ,7* )7*-+ ),+*)) () 4-+9* */.097 ,. .G*+6.2* ,7* */*+9< ),.+*' (/ ,7*

6./,-6,) C �7* 2 (/(202 ),+*)) /**'*' ,. (/(,(-,* 2 .,(./ () 6-44*' ,7* <(*4' ),+*)) D

�7(67 () �*+. 1 *4.� - 6+(,(6-4 3-6� (/9 5+-6,(./ �
 -/' () -/ (/6+*-)(/9 50/6,(./ .5

3-6� (/9 5+-6,(./ -1.G* �
 �IJ D I� D II� C

�.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) � (,7 � � �
 D 3+*G(.0) +*)*-+67 7-) '*2 ./),+-,*' ,7-,

,7* ),(�/*)) .5 ,7* 9+-(/) 34-<) -/ (23.+,-/, +.4* -, -44 G-40*) .5 ,7* )7*-+ +-,* ���� C

�7() () 1 *6-0)* 9+-(/) 6-/ /., +*-++-/9* ,. - 6./�90+-,(./ � (,7 /. 6./,-6,) -/'

,7* )<),*2 2.G*) 1 *,�**/ '(� *+*/, 6./�90+-,(./) � (,7 /./��*+. 9+-(/ '*5.+2 -�

,(./ C H7*-+ .� ) � (,7 � � �
 -+* 67-+-6,*+(�*' 1< )4.� 4< 2 .G(/9 80-)(�),-,(6

.� ) �I) D I� � D �7*+* 5.+6* 1-4-/6* () 037*4' -, -44 ,(2 *) D -/' � -22 (/9 �IJ D I� D II� D

�7*+* ,7*+* () /. 2.,(./ 5.+ ),+*))*) 1 *4.� ,7* ,7* <(*4' ),+*)) C

?./G*+)*4<D 5.+ 9+-/04-+ 2 *'(- � (,7 � � �
 D (, 7-) 1 **/ '*2./),+-,*' ,7-, ,7*

),(�/*)) .5 ,7* 9+-(/) 6-/ -4�-<) 1 * ,-�*/ 4-+9* */.097 ). ,7-, (, 34-<) /. +.4*

�



Inertial Flows
Quasi-static flows,

Jamming

�� �

� �#��� � �� � H67*2-,(6 .5 ,7* 37-)* '(-9+-2 .5 9+-/04-+ )7*-+ .� -) - 50/6,(./
.5 ,7* 3-6� (/9 5+-6,(./ � C �.+ (/*+,(-4 .� ) � (,7 � � �
 ,7*+* () - �*44 '*�/*'
7-+'�)37*+* 4(2 (, 5.+ (/�/(,*4< ),(� 9+-(/) C �.+ 80-)(�),-,(6 .� ) � (,7 � � �

,7* ),(�/*)) -4�-<) 34-<) -/ (23.+,-/, +.4* C �* � (44 5. 60) ./ (/*+,(-4 .� ) � (,7
� � �
 C

(/ ,7* '</-2 (6) ��� D I$ D IK� C �7() () 1 *6-0)* 9+-(/) 6-/ -4�-<) +*-++-/9* ,. �/'

5+** G.402* -/' ,7* )<),*2 2.G*) 1 *,�**/ '(� *+*/, 6./�90+-,(./) � (,7 G*+< 4(,,4*

9+-(/ '*5.+2 -,(./ C F/ ,7() +*9(2 * (/*+,(-4 ,*+2 ) -+* '.2 (/-/, -/' -/ (/G-+(-/6* (/

E*� ,./ �) *80-,(./) �I#� '*2./),+-,*) ,7-, ,7* '</-2 (6) -+* 6./,+.44*' *� 640)(G*4<

1< ,7* )7*-+ +-,* �� C

�7() 37*/.2*/.4.9<D 3(6,0+*' (/ � (90+* � C� D )*+G*) -) - ),-+,(/9 3 .(/, 5.+ ,7*

('*-) (/,+.'06*' 7*+* C & G*+< (/,+(90(/9 -)3 *6, .5 ,7* 37-)* '(-9+-2 () ,7-, D 5.+

� � �
 D ,7*+* () - �*44�'*�/*' +7*.4.9< (/ ,7* 4(2 (, .5 (/�/(,* ),(�/*)) C �7() () ,7*

4(2 (, �7*+* ,7* 9+-(/) -+* /./�'*5.+2 -14* -/' (/,*+-6, � (,7 - 3 *+5*6,4< 7-+'�6.+*

+*304)(./ C F/ ,7() +*9(2 * ,7* /./�*80(4(1+(02 3+.3*+,(*) )7.04' '*3*/' ./4< ./

9*.2 *,+(6-4 5-6,.+) +*4-,*' ,. 9+-(/ 3-6� (/9 -/' ,7* /-,0+* .5 */*+9< '())(3-,(./ C

�7*+*5.+* D ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * .5 9+-/04-+ .� � (44 7-G* 9*/*+(6 3+.3 *+,(*) ,7-,

$



6-/ 1 * 0/'*+),..' 0)(/9 )(234* )(204-,(./) -/' ,7*.+*,(6-4 -+902 */,) C �7() ()

,7* +*9(2 * �* 5. 60) ./ (/ ,7() '())*+,-,(./ D �7(67 */6.23-))*) - � ('* +-/9* .5

.� ) � (,7 3-6� (/9 5+-6,(./) 5+.2 �*+. ,. �� C
;+*G(.0) 2.'*4(/9 (/ ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * 7-) 5. 60)*' ./ � (/*,(6 ,7*.+< -3�

3+.-67*) D 9*/*+-4(�*' ,. (/640'* ,7* '())(3-,(G* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 3 *+5*6,4< +(9('

9+-(/) �I% D I�� C �7*)* -33+.-67*) -))02 * ,7-, ,7* ./4< +*4*G-/, (/,*+-6,(./) -+*

1(/-+< 6.44()(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C �.�*G*+ D 2 -/< 7-G* )099*),*' ,7-, ,7() -)�

)023,(./ )7.04' *G*/,0-44< 1+*-� '.�/ -) ,7* '*/)(,< (/6+*-)*) -/' 4./9� 4-),(/9

6./,-6,) -+()* �)J D )� D )I D ))� C F/'**' D (/ ,7* 80-)(�),-,(6 -/' � -22*' +*9(2 *) (, ()

.1)*+G*' ,7-, 204,(�9+-(/ 6./,-6,) -4�-<) .660+ �)� D )$ D )K� -/' 6./,-6, 5.+6*) -+*

,+-/)2 (,,*' ,7+.097 �5.+6* 67-(/ /*,�.+�)� 5.+2 *' 1< ,7* ,.3.4.9< .5 ,7* 6./,-6,

/*,�.+� �)# D �% D )% D )� D �J D � �� C �7*)* 5.+6* 67-(/) (234< ,7-, 204,(�3-+,(64* (/,*+�

-6,(./) -+* ,-� (/9 34-6* -/' D -4,7.097 ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 6./,-6,(/9 9+-(/) ),(44

-+()* 5+.2 9+-(/ '*5.+2 -,(./ D ,7* *� ,*/, .5 ,7* (/,*+-6,(./) () /. 4./9*+ 4. 6-4(�*'

-/' '*3 */') ./ ,7* 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 5.+6* 67-(/) C

�7* /-,0+* .5 9+-(/�9+-(/ (/,*+-6,(./) () - 6*/,+-4 80*),(./ ,7-, �* (/G*),(9-,*

-, 4*/9,7 (/ ,7() '())*+,-,(./ C F/ 3-+,(604-+ D �* *�34.+* �7*,7*+ ,7* 2 (6+.)6.3(6

3(6,0+* .5 1(/-+< 6.44()(./) 7.4') 5.+ -44 � � �
 D .+ �7*,7*+ 5.+6* 67-(/ /*,�.+�)

1 *9(/ ,. 9+.� *-+4(*+ C �* �/' ,7-, 5.+6* 67-(/) *2 *+9* )3./,-/*.0)4< -, - 3-6��

K



(/9 5+-6,(./ �	
 � �
 -/' ,7() 7-) (23.+,-/, 6./)*80*/6*) ,7-, 9+*-,4< -�*6,

2 -6+.)6.3(6 .1)*+G-14*) C

�7* .+9-/(�-,(./ .5 ,7* ,7*)() () -) 5.44.� ) C �* 1 *9(/ (/ ?7-3,*+ I 1< 5.+20�

4-,(/9 ,7* 1-)(6 *80-,(./) .5 /./�*80(4(1+(02 ,+-/)3 .+, D -/-4.9.0) ,. ,7.)* 5+.2

7<'+.'</-2 (6) C �7* /*� 5*-,0+* (/ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) () ,7-, ,7* *80-,(./ 5.+

,7* )*6./' 2.2 */, .5 G*4. 6(,< 7-) -/ -''(,(./-4 ,*+2 -+()(/9 5+.2 */*+9< '())(�

3-,(./ C F/ ?7-3,*+ ) �* 3+.6**' ,. '*+(G* )(2 34* 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ .� ) (/

,7* 4(2 (, .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) C �7*)* 3+.3 *+,(*) -+* - +*)04, .5 -/ (/G-+(-/6* (/

E*� ,./ �) *80-,(./) -/' -+* +*4-,*' ,. ,7* 5-6, ,7-, (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 3*+5*6,4<

+(9(' 9+-(/) '. /., (/,+.'06* -/ (/'*3 */'*/, ,(2 *�)6-4* C

�* ,7*/ 3+.6**' (/ ?7-3,*+ � ,. (/,+.'06* ,7* /02*+(6-4 -49.+(,72 0)*' ,.

)(204-,* )7*-+ .� ) .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) C �7() -49.+(,72 () 0)*'

,. )(204-,* )(234* )7*-+ .� -/' (/64(/* .� -/' �* 3+*)*/, ).2 * 1-)(6 +*)04,)

(/ *-67 9*.2 *,+<C �7*)* +*)04,) -9+** � (,7 3+*G (.0) )(204-,(./) -/' *�3*+(2 */,) C

�7* 6*/,+-4 �/'(/9 () ,7-, ,7* 2 -6+.)6.3(6 +7*.4.9< (/ *-67 .5 ,7*)* )7*-+ .� ) D

5-+ 5+.2 ,7* 1 .0/'-+(*) D () ('*/,(6-4 -/' ./4< '*3 */') ./ 9+-(/ 3+.3 *+,(*) C

F/ ?7-3,*+ $ D �* 3+.6**' ,. (/G*),(9-,* ,7* 2 (6+.)6.3(6 3+.3 *+,(*) .5 ,7* )(2 �

04-,*' )7*-+ .� ) C F/ 3-+,(604-+ �* -+* (/,*+*),*' (/ �7*,7*+ - ,7*.+< 1-)*' ./

1(/-+< 6.44()(./) 1 *,�**/ 9+-(/) () 2 (6+.)6.3(6-44< �0),(�-14* C �. 6-++< .0, ,7()

(/G*),(9-,(./ �* 2 *-)0+* )3-,(-4 5.+6*�5.+6* 6.++*4-,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) -/' �/'

#



4./9 +-/9* 6.++*4-,(./ ,7-, '*6-<) *�3./*/,(-44<C �7() '*�/*) - 4*/9,7�)6-4* � D

�7(67 () *80-4 ,. ,7* )(�* .5 ,+-/)(*/, 5.+6* 67-(/ /*,�.+�) ,7-, *2 *+9* -) ,7*

'*/)(,< (/6+*-)*) C �* -4). )7.� ,7-, 6./,-6, 5.+6*) -+* )*/)(,(G* ,. ,7* G-40* .5

� C �7() '*2 ./),+-,*) ,7-, ,7*.+(*) 1-)*' ./ 1(/-+< 6.44()(./) -+* /., -334(6-14*

1 *<./' - 6*+,-(/ 3-6� (/9 5+-6,(./ �	
 C & )).6(-,*' � (,7 ,7* /*,�.+� ,+-/)(,(./

1*,�**/ 1(/-+< 6.44()(./) -/' 5.+6* /*,�.+�) -, �	
 () - )(9/-,0+* (/ ,7* 6./,-6,

5.+6* '(),+(10,(./ 50/6,(./ ,7-, 7-) 1 **/ .1)*+G*' 3+*G(.0)4< (/ 1.,7 )(204-,(./)

-/' *�3*+(2 */,) .5 9+-/04-+ .� C �* */' ,7() 67-3,*+ 1< 3+*)*/,(/9 - 37-)*

'(-9+-2 .5 (/*+,(-4 9+-/04-+ .� (/ � (90+* $ C�J D �7(67 80-/,(,-,(G*4< '*,*+2 (/*)

�7*/ 1(/-+< 6.44()(./) .660+ -/' �7*/ ,+-/)(*/, /*,�.+�) *2 *+9* C

F/ ?7-3,*+ K �* *�34.+* ,7* 6./)*80*/6*) .5 4./9 +-/9* 6.++*4-,(./ ./ 2.'*4)

.5 9+-/04-+ )7*-+ .� C �* 1 *9(/ 1< )7.� (/9 ,7-, � (/*,(6 ,7*.+< () ./4< -334(6-14*

5.+ � � �	
 C F/ ,7() +-/9* .5 3-6� (/9 5+-6,(./ �* ,*), ,7* 3+*'(6,(./) .5 � (/*,(6

,7*.+<D � (,7.0, -/< �,,(/9 3-+-2 *,*+) D -/' �/' *�6*44*/, -9+**2 */, C &1.G* �	

/*� ,7*.+(*) 20), 1 * 0,(4(�*' ,. 3+*'(6, 6./),(,0,(G* +*4-,(./) C �* (/,+.'06* -

/*� ,7*.+<D ,7* 5.+6*�/*,�.+� 2.'*4 D �7(67 () -14* ,. 3+*'(6, 6./),(,0,(G* +*4-�

,(./) 5.+ ,7* ),+*)) ,*/).+ C �7*)* 3+*'(6,(./ D �7(67 6./,-(/ /. -'�0),-14* �,,(/9

3-+-2*,*+) D 2 -,67*) '-,- 5+.2 )(204-,(./) .G*+ -44 G-40*) .5 � � �
 C �* */'

,7() 67-3,*+ 1< ,*),(/9 ,7* 3+*'(6,(./) .5 ,7* H7*-+ �+-/)5.+2 -,(./ �./* *H�� +

,7*.+< .5 -2.+37.0) ).4(') C �7* H�� ,7*.+< 7-) 5.0/' � ('* -334(6-,(./ (/ 2 -/<

%



-2.+37.0) )<),*2 ) -, 4.� ,*23*+-,0+* -/' �* �/' ,7-, 1.,7 (,) 2 (6+.)6.3(6

-))023,(./) -/' 2-6+.)6.3(6 3+*'(6,(./) -+* 037*4' 5.+ � � �	
 C
� (/-44<D �* */' � (,7 - )*, .5 9*/*+-4 6./640)(./) -/' -/ .0,4. .� 5.+ ,7* 50,0+*

.5 +*)*-+67 (/,. .� ) .5 9+-/04-+ 2 *'(- C

�



������� �

��������� ��� ����� ���� ���
� ���� ��� �� ��

& 3+(2 -+< .1� *6,(G* .5 /./�*80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) () ,. 3+.G('*

2.4*604-+ �0),(�6-,(./) 5.+ 2 -6+.)6.3(6 *80-,(./) C F/ 9+-/04-+ 2 *'(- D ,7* 2.4*6�

04-+ .+ �2(6+.)6.3(6� (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) 34-< - 3(G.,-4 +.4* D 10, ,7*+*
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� �� �� �� �� � ������� ��
�

'� (���� ) �* �� ���� ��� ������� 	������ � ������ ��� ���� ���
 ���� ���
������� � ������ ��������� � ���� ����� � ��� ������ �� � 	������� �	 ������
	� ��� �����
 ��� �	 � ���!	�������� ������ � ������ � ��� + � ,#- � ��� ������
��� ���� ����� �� ��� ������ �
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��� ����������� �	 �����
 ��� ��
� �� ��� ������ ���� ����� � /�� ����
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� � ����� ������ �� ��� �� ����� ���
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����� � �� � � �� ��� �	 ������� 	������ � � ������ ���� ���
 � �0. ��
� � ������

��������� � �. ��
� � ������ � ��

���
� . � ��� ���� ����� � ��

���
� . �� � 	��������	 ��� ������ �� � �� ��� ���� � � ������ �� ���� ���� ���� � 	� � ���!	�������������� � ������ �� � ,#- ������� � ��� ����������� 	�� �����
 �� ������� . ������ ������ ���� ����� �� ��

� �
	������ � '����� � ���� �� ������� 	������ �� ��� ������� �
��� ��� ����������� �
��� 	��������� 	�� �	 ��� ��� ��� �� ��� ��� � � ����� ���
 ��� ���� ������ ������ �

'� ��� ���� �	 ��� ��� � ���� ��� ��������� �� ��� ���
 � ��� � ��� �������
	������ �� �������� ��� ��� ������ ��������� �� ����� � ��� � !��� ������� �	
��� ������ ��� �������
 �� ��
 ����� �� � ��� � ���������� � ��� ������� ������� 1#$2 �
 ��� ��� ���� ����� ��� ������ ���� � ����� ����� �� �����
 ����� ����� ���
�� ��������� 	�� �������� ����������� �  ������ �� �� ������� ���� ���� ��
�� ������ ���� ���
 �� ��� � !� ������� � ! ������ # �# ��������� �� ���

% " #
$
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���� �� ���� �������� ��� �&���� 	�� ��� ��
� /���� ��� ������� 	������ ��
������� �� � � ��������
 �������� � * ���� ��� ��� ��� �� ��� � ������� �� ���
������� ��� ����	�� ���� � ������ ��� �� ��������� �� 
����

' �� �� � " .* �� #
� � ��� + �) �*�

'� �� � " .* �� #
� � ��� + + �) ���

���� � �� ��� ����� ������ �	 ��� ������� ��
� � ���� ���� ��� ���� � ��������

���� ��� ���� ����� ���� ��� ��� ������
 �� � � ��� � ������ �� ���� ��� ����� ���
' �� ���� ��� ���� ���� ��� ������ ���� ���� ��� ��� ������
 �� � � ��� 	���
���� ��� ������ �� �� ��� ��� ������
 �� � ���� � ���� ' ���� ���� ��� ���
������
 �� � �

� ���� ���  ��������� � � � � � � ��� �� �  ������ �� ������� � ���� ���� � � �

��� � ��� � � ���������� �� �� � � ���� ������� ���� ����� 	��  ��������� ������
���� ��������  ��������� � ����� ��� � � � ����� �� �� ��

��� � ��� � ���
�
� �� ��

�� �
����� ���� ��������  ��������� ������ ���
 ��� ��� �� ��� ������� 	������ ���
��
 �� � � '� (���� ) �� �� ���� ��� ���� ��������  ��������� 	� ��� 	����������
��� � ��� + " ,#- ��� �� ������ ������ ���� ��� ����� �� �������� �� ��� ����
�	 ��� ��� � ���� �� �������� ����� ��� ���� ���� ������� �� ��������� ��
� ����� �� � ������� ���
 ������
 ������� �� ��� � �� ��� ������� �	 �����
� (�

)*



������� ��� � �����
 ����� ��� � ����� � ����	�� �� � ���� ������  ������ �� �������
�� ���� ���� �

������ � ��� ���� �� (���� ) �� ����������� ���� � �� ��� ���� �	 ��� ���
���� �� ������� � �� �� �������� �� ���� ��&���� ��
�� �	 ������ � ������ �� ��
�&������ ��� ��� ���� ���� � /��� � ��
� �	 ������ � ������ �� ������ � ��� ����
����������
 �� �	 �� ��� ������� �� � ������ ���� ���� � �� ��� ������� �	 � ��

	���� � � ��� ��������� ������� ������� � �� � ��� � �� � � � 	 ����� ��� ���������
�� � ����� �� � ������� � ����� ����� ������
 	� ��� ������ ���� ���� � �� �������

����� �
 ��� ������������ 	��� ���� � ������ � ���� �� ��� ���� �	 ��� ��� �
���� �������� ������� ���������
 ��� ����� ��� ��� ������������ ���� � ����
����� �� ��� ��������� ��� ��� �� ������ ����  ������ �� ������� ���� ���� 	�
��� ���� ������ �	 ������� ��� � ��� �������� ��� ��� ����� ���� �	 /��� �� ���
������� 1#$ � $$2 �

� ���� �� ��� ����
 ���� ������
� ��� ��������  ��������� �� ��� ���!
����� ���  ������ �� ������� ����� ���� ����� ��� � ���� ��� ���� ��� �������!
�
 ����� �� ��� ���� ��������� ��������� 	���� ���� ������ ��� ��������� �
�����������
� ����� �� ��� 	�� ������
  ������ �� ������� ����� ���� � ������
��� ������� 	��� �	 ��� ��
 �� ��������� ��� ������� �	 ��� ��� ��� ��� 	����
	�� �����
 �� ��� �� ��� ������� �� ��� ������� ������� �
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����� � �� � � �� ��� �	 ���� �������� ����� �� � 	������� �	 � 	� � 	���������������� � ������ �� + " ,#- � ��� ��������� �� � ����� �� � ������� 	� �������� ������� ���� ����� ����� ������ � � ����� ������ �	 � �� ��� ���� �	 ������ � �� ������� �
� ���� ���� ��� �������� ����� �� �������� �� ��� ���� �	 ��� ��� ��� ���


��� ��� �� ��� ������� 	������ � �� �� ��� ������ �� �� ������ ��� ���� ������
 �	
������� ��� �� ��� ���� ������
 �	 ������ ���� ��� � �� ������ ���� ����������
�� ��� 	����� ��� ������� �

� � � ���������� ���� ��������

���� �� 	��  ��������� �	 ������� 	� ���� �����  � ! � �� � ��� � � ��� �����
���� �� ���� ����� ������ ��������  ��������� �� "# $%&� � !% � ��� '� % "# $� �
�� ������ �� �� ����������� ���� ��� �	 ����� ��������� �� �������� �� ��� ����

$%



�	 ��� ������� ��� � ����	�� �� �� ������� ��� �� ������ ����� �������� ������
� ��� ��� �������� ������ �������� 	�� ������ ���� ����������� � '� (���� ) �,%
�� ���� ��� �������� ������ �	 !% � �� "# $%&� � ��� '� % "# $� 	�� ���� �������
��� ��� ������ ���� ��� � �� � 	������� �	 ������� 	������ � 	� � ��� � 	����������
�
���� ��� � 	�������� �
���� � ��� � " % �) � �� ��� ��������� �� ��� ���������
������� ������� ��� ��� ��� ���� ���� � �� ���� ���
 �������� ��� ���� �������
	������ ���� 	�� ��� ������ ���� ��� ����������� � ��� 	��� ���� ���� 	��
��&���� ���� ���� 	��� �� ��� ��� � ����� �� �� ������ ��� �������� ���� ���
����
 ������ �� ���� �� ������ � ��� ��� ���
 �	 ���� ������ ���� ��� ����
������� ������ ��� � '� ���� �������� ���� ��� ������� 	������ �� ��� ���
 �������
����� ����� ��� ���� ��� ���
 �	 �����
 ����� ���� ��� �� ��� ��� �� �	 � �	����

���� ����� �

��� ��������� ����� ��� � ������ ��� ��� ���� �	 ���� ���������� ��� � ����	 ����
������
 �&���� �� ����
� ������� �� ����� ������ ��� �	 ���� ����� 1,3 � ,, �
$*2 � ��� ���� �� (���� ) �,% ������� � ��
 ����������� ������� ���� ��� � �����
�	 ��� ����� ���������� � �
��� � ����� ������ ����� �

 ������ ��� ��� ��� ���
 �	 ������� ���� ��� � � ������� �� ��� ��� ���
 �	
��� ��� ���� ���� � �� � ��� ���������� �� ������ ���� ���� 	�� ��� �� � ���� ��
������������ � ������ ��� ��� ��� ���� ��� ����������� �� 	��� ��� ��� ��������
�� ���� ��������� ������ ������������ ��������� �
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����� � ��� � ��� ������ �	 !% ����� � �� "# $%&� �� ������ � ��� '� % "# $� ����!��� �� ���� "# $ �� ��� ������ ���� ����� ��� ' �� ��� ������ ���� � ��� �� ������ �� � 	������� � 	 ������� 	������ � ��� ��	� ����� �������� �� 	������!���� ����� ��� ��� ���� ���� �� ����� � ��� � 	������ �� �� ����� � " % �) � � ���	�� ������ ���� ��� �������� ��� ��� ���� �� ������� �� ����� � ���� �� ������ � ����� 	� ���� ����� � ���� �������� ���� ���� �� � ���� ��� ���
 ���� ������� ������ �	 ��� �������� ������� ������
�
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'� ��� ������� ������ �� ��������� ��� �������� ���� �� �������� ����!
�� ���� ��� ��� �������� ���� 	� ��� ����� ����� ��� ������ ��������� �
����� �� � ��������� � ������ ���� ���� �� ��� ��� ��� �� ��� ������� ����!
��
� �� ���� �� ��� � ������ ��� �� � ��� 	� 	�� ��������� �� ��� ���� �	 ���
��� � ��� ���������
 ������ ������������ �������� �� (���� ) �,% �� ������ ��
��� � ��������� � ����� � 	 ����� ��� ��� ������� 	���� � ������ ���� �	 ����� �

��� ���������� � 	 � ��� �� ���� ��� ���
 	����� ���� 	� � ������ ����
 �	
������ ��� ���� � ��� �� �� �� � ��
 ��&���� ��������� � /��� � ����
 ������
������ ������������ �������� � 	�������� 	�� � ��������� ������������� ���
����� �� � ������� ���� ������� �	 ��� 	���� ���� �� ��� ������ ����� �	 ����!
� ����� ����� � ���� � �������� � ��� � ��� � �������� �	 ������
 ���������� � � ���
����� ���������� �� �� � ��� 	� �� �����
 ��� ��� ������
� � �������
 � ��
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���� �� ����������� ����� � ����� �� �� ��������� ��� ����� �	 ������� 	���� ��
������ � ������� �

�� ��
 ��� ������� 	������ �� ��� ��	��
 � � ������� ���� ���
 ����
 �� �!
������� � ��� � ���� �� � ������ ����������� �� �� ��� �� �� ��
 ��������� ��
���� ������������ ����������� � ������ � �� ���� ��� ����� � '� ���� ���� � ���!
���� 	���� ��� �� ����� ���� 	�� ���� ���
 ������������ � ��� ��� ��������� �	
������� ����
 �� ���������
 ���	� � 1#* � #�2 � ������ � �� ��� ������� 	������ ��
�������� � ������� ����� �� ����
 �� �������� � ����� ������ ���� ��� �� ���������
�� ������ 133 � 3, � 3*2 � ���� ��� ����
 ���� ���� � ���� �� ���� �� ������� ������
����� �� ������ ��� ���������
 ���� � ����� ���� �� ������� ����� �	 � ���

�� �������� � ��� �� � ����� �� ���� �	 ��� � � ���� ����� �� � ����� ���� � 1,* � ,�2
�� ���� ������� 	������� ���� �����!���� �������� ����
� � ��� 1") � "$ � "32
��� ������� 	���� �� ������� �� �� ����� ������ �	��� ������� 	�� �� �
 ���
��� � ���
 � 	 ��� ������� ������ 1,* � ", � "* � "� � )% � ) ,2 � (� ����� ���� ����!
��� 	������� ��� � ������ 	�� � ����� ����� ������� �	 �������������
 ����������
����� ��� �� ����
��� ����� �� ����
 �� �������� �� ��� ���	�� �

� ������� ��� ��� ��� � 	 ����� ��� ������ �
���� � �� ���� ��������� � ����
��� ���
 � ��� ��� ���� ��������� ����� �� ��� ��� ����!���� ����������� �� �
��� ��� ������ � ������ � ��� ��� ��������� 	�� ����� ��������� �
 ����

�� �������� �� 	�� ��� ������� 	��� ����� ������� 1,�2 � '� ���� ������ �� � ���

$)



 ������������
 � ����� ��� ������ �	 ��� 	��� ����� ������� �� ����� ��� ���
��� ���� 	��� ������ �� ��� �

������ � ��	 
���� ���� ����������� �� ������ ������ � ������ � ��� �� �
������ ������� �� � � ! " #�� �$� ��%����� ����������� ���& ������ ' ( ) � �!* +���� ,
�� ( ) � +�����,- .���� ��/��/�� ��  ��������� ������  �� �� ��� � � ����� ��
������� " $ ��� ��%����� ������ �������� ��%����� ������ ���$���� - 0����������
���� �� # � #���� ��� ( ) � �!* " $����� �������� ������ ���� ��� ( ) � -

1�� �� ��� ���� #��� �#���/����� �� ��� #��� ��� ������ ������� �� ���
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Prediction from Eqn. (6.27)
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Prediction from Eqn. (6.28)
for the shear stress     
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Prediction from Eqn. (6.29)   
for the xx stress component 
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