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-334(6-,(./) �% D � D �J D �� D �I� C & *6*/, +*)*-+67 7-) 5. 60)*' ./ ,7* 2.+* 50/'-�

2*/,-4 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 2 *'(- -/' 7.� ,7*< -+* +*4-,*' ,. 1-)(6 ('*-) .5

/./�*80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 37<)(6) ��) D �� D �$ D �K� C

��. (23.+,-/, 5*-,0+*) *�7(1(,*' 1< -44 9+-/04-+ 2 *'(- -+* ,7-, .+'(/-+< ,*2 �

3*+-,0+* () /., +*4*G-/, -/' (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) '())(3-,* */*+9<C �7*)*

5*-,0+*) )*+G* -) - '*�/(,(./ .5 �9+-/04-+ 2 *'(-� -/' -+* 2.,(G-,*' 1< ,7* *� �

-234* .5 )-/' C F/ ,7() 6-)* ,7* +*4*G-/, */*+9< )6-4* -)).6(-,*' � (,7 ,7*+2 -4

�




06,0-,(./) () �� � D �7(67 )7.04' 1* 6.23-+*' � (,7 ,7* */*+9< /**'*' ,. +-()*

- 9+-(/ .5 )-/' ./* '(-2 *,*+ (/ ,7* �-+,7 �) 9+-G(,-,(./-4 �*4' C �.+ ,<3(6-4 G-4�

0*) .5 ,7* 3-+-2 *,*+) D ,7* 9+-(/ */*+9< )6-4* () .5 .+'*+ �J �� ,(2 *) ,7-, .5 ,7*

,*23*+-,0+* )6-4* �)� C �7() 2 *-/) ,7-, D -) - 6./)*80*/6* .5 ,7* )(�* .5 ,7* 9+-(/)

*.5 .+'*+ ��2 .+ 4-+9*++ (, () -4�-<) - 9..' -33+.� (2 -,(./ ,. )*, � � J C & 4). D

1 *6-0)* 9+-(/) -+* 4-+9* D *-67 9+-(/ 6./,-(/) 2 -/< -,.2 ) .+ 2 .4*604*) -/' */*+9<

� (44 /*6*))-+(4< 1 * 4.), '0* ,. 7*-,(/9 .+ .,7*+ *�*6,) (/ *-67 (/,*+-6,(./ C �70)

,7* ��	 � .5 ,<3(6-4 9+-(/) D 6.21(/*' � (,7 ,7* 4-+9* /021*+ .5 9+-(/) D /*6*))(,-,*) -

),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./ (/ ,7* 4(2 (, .5 �*+. ,*23*+-,0+* C �7() ),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./

() 50+,7*+ 6.234(6-,*' 1< ,7* */*+9< '())(3-,(./ 2*67-/()2 D �7(67 () '*3 */'*/,

./ (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) -/' ,7*+*5.+* 7*,*+.9*/*.0) C

�7* � +), '(� 604,< ,7-, 20), 1 * .G*+6.2* ,. -++(G* -, - ),-,(),(6-4 '*)6+(3,(./

() ,7* 4-6� .5 ,7*+2 -4 
06,0-,(./) C & 6*/,+-4 3+.3 *+,< */5.+6*' 1< ,7*+2 -4 
06�

,0-,(./) () ,7-, - ),-,(),(6-4 )<),*2 � (44 *�34.+* -44 .5 (,) 3.))(14* 6./�90+-,(./) D

.5 ,7* )-2 * */*+9<D � (,7 *80-4 3+.1-1(4(,<C �7() *+9.'(6(,< 5.+2 ) ,7* 5.0/'-,(./

.5 *80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) C �.+ - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 '*G.(' .5 *�,*+/-4

3 *+,0+1-,(./ D ,7* �*80(4(1+(02 � ),-,* () ./* -, �7(67 *-67 9+-(/ () -, +*), -/'

,7*+* () /. 2.,(./ C �7() () .1G (.0)4< /., -/ *+9.'(6 )<),*2 -/' - 3-+,(604-+ 9+-(/

3-6� (/9 � (44 /., /*6*))-+(4< 7-G* 3+.3 *+,(*) 6./)(),*/, � (,7 -/ */)*214* .5 9+-(/

3-6� (/9) C �G*/ (/ ,7* 6-)* ,7-, *� ,*+/-4 5.+6(/9 () -334(*' -/' ,7* '</-2 (6) +*-67

I



- ),*-'< ),-,* �7*+* ,7* '())(3-,(./ -, 6./,-6,) () 1-4-/6*' 1< ,7* */*+9< (/� *6,*'

1< *� ,*+/-4 5.+6(/9 D (, () /., .1G(.0) ,7-, *+9.'(6(,< 7.4') -/' (, 2 -< *G*/ 1*

'*3 */'*/, ./ ,7* ,<3 * .5 5.+6(/9 -334(*' C �7*)* )(234* 6./)('*+-,(./) 6-44 (/,.

80*),(./ ,7* 50/'-2 */,-4 10(4'(/9 14.6� .5 *80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) -/'

)099*), - +*�*G-40-,(./ .5 ,7* /./�*80(4(1+(02 '</-2 (6-4 3+. 6*))*) 0/'*+4< (/9 ,7*

2 -6+.)6.3(6 ),-,* .5 ,7* 2 -,*+(-4 C

� 7*/ 6./)('*+(/9 /./�*80(4(1+(02 3+.6*))*) (/ 9+-/04-+ 2 *'(- D (, () /*6*))-+<

,. 3+.3 *+4< (/6.+3.+-,* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C �7*)* (/,*+-6,(./) -+()* -,

6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) D -/' -+* '0* ,. ,7* G()6.�*4-),(6 +*)3./)* .5 ,7* 9+-(/) ,.

'*5.+2 -,(./ ��#� C �7* 50/'-2 */,-4 5*-,0+* .5 9+-(/ (/,*+-6,(./) () ,7-, ,7* (/,*+-6�

,(./ */*+9< (/6+*-)*) +-3('4< � (,7 (/6+*-)(/9 '*5.+2 -,(./ D 3+.'06(/9 - +*304)(G* D

)7.+,�+-/9*' D -/' /./�6./)*+G-,(G* 6./,-6, 5.+6* C E*G*+,7*4*)) D ,7* )3 *6(�6) .5

,7* (/,*+-6,(./) -+* 9*/*+-44< 80(,* 6.234(6-,*' -/' '*3*/' ./ 2 -/< 5-6,.+) C &

6*/,+-4 7<3.,7*)() () ,7-, 2067 .5 ,7* '</-2 (6-4 +*)3 ./)* 6-/ 1 * 0/'*+),. .'

,7+.097 9*/*+(6 6./,-6,�5.+6* 2.'*4) ,7-, 3+.'06* - 30+*4< +*304)(G* 5.+6* 03./

6./,-6, -/' 3+.G('* - 2 *67-/()2 ,. '())(3-,* */*+9< ��%� C �7* -'�0),-14* 3-�

+-2 *,*+) -+* ,7* '())(3-,(./ 3 *+ 6./,-6, -/' ,7* ),(�/*)) .5 ,7* +*304)(./ C �7*

3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ )7*-+ 
.� ) 7-G* 1 **/ ),0'(*' *�,*/)(G*4< 0)(/9 ,7*)* 2 .'�

*4) -/' (, () 5.0/' ,7-, ,7* 3-6� (/9 5+-6,(./ -/' ,7* 9+-(/ ),(�/*)) 34-< G*+<

(23.+,-/, +.4*) ���� C

)



F5 /. *�,*+/-4 ),+*)) () -334(*' ,. - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 (/ ,7* -1)*/6* .5 9+-G(,<D

(, 80(6� 4< 4.)*) -44 .5 (,) � (/*,(6 */*+9< (/ '())(3-,(G* 6.44()(./) D -/' *-67 9+-(/

6.2 *) ,. +*), C F5 ,7 () . 660+) 5.+ - '(40,* )<),*2 ,7*+* � (44 1 * /. +*)('0-4 6./,-6,)

1 *,�**/ -/< 9+-(/) -/' ,7* ,.,-4 */*+9< .5 ,7* )<),*2 � (44 1 * �*+. C �.�*G*+ D (5

,7* )<),*2 () G*+< '*/)* D ,7*+* � (44 1 * 6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) (/ ,7* +*4-�*' ),-,*

-/' - /./��*+. +*)('0-4 */*+9< � (44 +*2 -(/ '0* ,. 9+-(/ '*5.+2 -,(./ C

F5 -/ *�,*+/-4 ),+*)) () ,7*/ -334(*' ,. ,7* +*4-�*' )<),*2 D 2.,(./ � (44 ./4<

.660+ (5 ,7* )7*-+ ),+*)) () 4-+9* */.097 ,. .G*+6.2* ,7* */*+9< ),.+*' (/ ,7*

6./,-6,) C �7* 2 (/(202 ),+*)) /**'*' ,. (/(,(-,* 2 .,(./ () 6-44*' ,7* <(*4' ),+*)) D

�7(67 () �*+. 1 *4.� - 6+(,(6-4 3-6� (/9 5+-6,(./ �
 -/' () -/ (/6+*-)(/9 50/6,(./ .5

3-6� (/9 5+-6,(./ -1.G* �
 �IJ D I� D II� C

�.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) � (,7 � � �
 D 3+*G(.0) +*)*-+67 7-) '*2 ./),+-,*' ,7-,

,7* ),(�/*)) .5 ,7* 9+-(/) 34-<) -/ (23.+,-/, +.4* -, -44 G-40*) .5 ,7* )7*-+ +-,* ���� C

�7() () 1 *6-0)* 9+-(/) 6-/ /., +*-++-/9* ,. - 6./�90+-,(./ � (,7 /. 6./,-6,) -/'

,7* )<),*2 2.G*) 1 *,�**/ '(� *+*/, 6./�90+-,(./) � (,7 /./��*+. 9+-(/ '*5.+2 -�

,(./ C H7*-+ 
.� ) � (,7 � � �
 -+* 67-+-6,*+(�*' 1< )4.� 4< 2 .G(/9 80-)(�),-,(6


.� ) �I) D I� � D �7*+* 5.+6* 1-4-/6* () 037*4' -, -44 ,(2 *) D -/' � -22 (/9 �IJ D I� D II� D

�7*+* ,7*+* () /. 2.,(./ 5.+ ),+*))*) 1 *4.� ,7* ,7* <(*4' ),+*)) C

?./G*+)*4<D 5.+ 9+-/04-+ 2 *'(- � (,7 � � �
 D (, 7-) 1 **/ '*2./),+-,*' ,7-, ,7*

),(�/*)) .5 ,7* 9+-(/) 6-/ -4�-<) 1 * ,-�*/ 4-+9* */.097 ). ,7-, (, 34-<) /. +.4*

�



Inertial Flows
Quasi-static flows,

Jamming

�� �

� �#��� � �� � H67*2-,(6 .5 ,7* 37-)* '(-9+-2 .5 9+-/04-+ )7*-+ 
.� -) - 50/6,(./
.5 ,7* 3-6� (/9 5+-6,(./ � C �.+ (/*+,(-4 
.� ) � (,7 � � �
 ,7*+* () - �*44 '*�/*'
7-+'�)37*+* 4(2 (, 5.+ (/�/(,*4< ),(� 9+-(/) C �.+ 80-)(�),-,(6 
.� ) � (,7 � � �

,7* ),(�/*)) -4�-<) 34-<) -/ (23.+,-/, +.4* C �* � (44 5. 60) ./ (/*+,(-4 
.� ) � (,7
� � �
 C

(/ ,7* '</-2 (6) ��� D I$ D IK� C �7() () 1 *6-0)* 9+-(/) 6-/ -4�-<) +*-++-/9* ,. �/'

5+** G.402* -/' ,7* )<),*2 2.G*) 1 *,�**/ '(� *+*/, 6./�90+-,(./) � (,7 G*+< 4(,,4*

9+-(/ '*5.+2 -,(./ C F/ ,7() +*9(2 * (/*+,(-4 ,*+2 ) -+* '.2 (/-/, -/' -/ (/G-+(-/6* (/

E*� ,./ �) *80-,(./) �I#� '*2./),+-,*) ,7-, ,7* '</-2 (6) -+* 6./,+.44*' *� 640)(G*4<

1< ,7* )7*-+ +-,* �� C

�7() 37*/.2*/.4.9<D 3(6,0+*' (/ � (90+* � C� D )*+G*) -) - ),-+,(/9 3 .(/, 5.+ ,7*

('*-) (/,+.'06*' 7*+* C & G*+< (/,+(90(/9 -)3 *6, .5 ,7* 37-)* '(-9+-2 () ,7-, D 5.+

� � �
 D ,7*+* () - �*44�'*�/*' +7*.4.9< (/ ,7* 4(2 (, .5 (/�/(,* ),(�/*)) C �7() () ,7*

4(2 (, �7*+* ,7* 9+-(/) -+* /./�'*5.+2 -14* -/' (/,*+-6, � (,7 - 3 *+5*6,4< 7-+'�6.+*

+*304)(./ C F/ ,7() +*9(2 * ,7* /./�*80(4(1+(02 3+.3*+,(*) )7.04' '*3*/' ./4< ./

9*.2 *,+(6-4 5-6,.+) +*4-,*' ,. 9+-(/ 3-6� (/9 -/' ,7* /-,0+* .5 */*+9< '())(3-,(./ C

�7*+*5.+* D ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * .5 9+-/04-+ 
.� � (44 7-G* 9*/*+(6 3+.3 *+,(*) ,7-,

$



6-/ 1 * 0/'*+),..' 0)(/9 )(234* )(204-,(./) -/' ,7*.+*,(6-4 -+902 */,) C �7() ()

,7* +*9(2 * �* 5. 60) ./ (/ ,7() '())*+,-,(./ D �7(67 */6.23-))*) - � ('* +-/9* .5


.� ) � (,7 3-6� (/9 5+-6,(./) 5+.2 �*+. ,. �� C
;+*G(.0) 2.'*4(/9 (/ ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * 7-) 5. 60)*' ./ � (/*,(6 ,7*.+< -3�

3+.-67*) D 9*/*+-4(�*' ,. (/640'* ,7* '())(3-,(G* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 3 *+5*6,4< +(9('

9+-(/) �I% D I�� C �7*)* -33+.-67*) -))02 * ,7-, ,7* ./4< +*4*G-/, (/,*+-6,(./) -+*

1(/-+< 6.44()(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C �.�*G*+ D 2 -/< 7-G* )099*),*' ,7-, ,7() -)�

)023,(./ )7.04' *G*/,0-44< 1+*-� '.�/ -) ,7* '*/)(,< (/6+*-)*) -/' 4./9� 4-),(/9

6./,-6,) -+()* �)J D )� D )I D ))� C F/'**' D (/ ,7* 80-)(�),-,(6 -/' � -22*' +*9(2 *) (, ()

.1)*+G*' ,7-, 204,(�9+-(/ 6./,-6,) -4�-<) .660+ �)� D )$ D )K� -/' 6./,-6, 5.+6*) -+*

,+-/)2 (,,*' ,7+.097 �5.+6* 67-(/ /*,�.+�)� 5.+2 *' 1< ,7* ,.3.4.9< .5 ,7* 6./,-6,

/*,�.+� �)# D �% D )% D )� D �J D � �� C �7*)* 5.+6* 67-(/) (234< ,7-, 204,(�3-+,(64* (/,*+�

-6,(./) -+* ,-� (/9 34-6* -/' D -4,7.097 ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 6./,-6,(/9 9+-(/) ),(44

-+()* 5+.2 9+-(/ '*5.+2 -,(./ D ,7* *� ,*/, .5 ,7* (/,*+-6,(./) () /. 4./9*+ 4. 6-4(�*'

-/' '*3 */') ./ ,7* 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 5.+6* 67-(/) C

�7* /-,0+* .5 9+-(/�9+-(/ (/,*+-6,(./) () - 6*/,+-4 80*),(./ ,7-, �* (/G*),(9-,*

-, 4*/9,7 (/ ,7() '())*+,-,(./ C F/ 3-+,(604-+ D �* *�34.+* �7*,7*+ ,7* 2 (6+.)6.3(6

3(6,0+* .5 1(/-+< 6.44()(./) 7.4') 5.+ -44 � � �
 D .+ �7*,7*+ 5.+6* 67-(/ /*,�.+�)

1 *9(/ ,. 9+.� *-+4(*+ C �* �/' ,7-, 5.+6* 67-(/) *2 *+9* )3./,-/*.0)4< -, - 3-6��

K



(/9 5+-6,(./ �	
 � �
 -/' ,7() 7-) (23.+,-/, 6./)*80*/6*) ,7-, 9+*-,4< -�*6,

2 -6+.)6.3(6 .1)*+G-14*) C

�7* .+9-/(�-,(./ .5 ,7* ,7*)() () -) 5.44.� ) C �* 1 *9(/ (/ ?7-3,*+ I 1< 5.+20�

4-,(/9 ,7* 1-)(6 *80-,(./) .5 /./�*80(4(1+(02 ,+-/)3 .+, D -/-4.9.0) ,. ,7.)* 5+.2

7<'+.'</-2 (6) C �7* /*� 5*-,0+* (/ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) () ,7-, ,7* *80-,(./ 5.+

,7* )*6./' 2.2 */, .5 G*4. 6(,< 7-) -/ -''(,(./-4 ,*+2 -+()(/9 5+.2 */*+9< '())(�

3-,(./ C F/ ?7-3,*+ ) �* 3+.6**' ,. '*+(G* )(2 34* 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 
.� ) (/

,7* 4(2 (, .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) C �7*)* 3+.3 *+,(*) -+* - +*)04, .5 -/ (/G-+(-/6* (/

E*� ,./ �) *80-,(./) -/' -+* +*4-,*' ,. ,7* 5-6, ,7-, (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 3*+5*6,4<

+(9(' 9+-(/) '. /., (/,+.'06* -/ (/'*3 */'*/, ,(2 *�)6-4* C

�* ,7*/ 3+.6**' (/ ?7-3,*+ � ,. (/,+.'06* ,7* /02*+(6-4 -49.+(,72 0)*' ,.

)(204-,* )7*-+ 
.� ) .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) C �7() -49.+(,72 () 0)*'

,. )(204-,* )(234* )7*-+ 
.� -/' (/64(/* 
.� -/' �* 3+*)*/, ).2 * 1-)(6 +*)04,)

(/ *-67 9*.2 *,+<C �7*)* +*)04,) -9+** � (,7 3+*G (.0) )(204-,(./) -/' *�3*+(2 */,) C

�7* 6*/,+-4 �/'(/9 () ,7-, ,7* 2 -6+.)6.3(6 +7*.4.9< (/ *-67 .5 ,7*)* )7*-+ 
.� ) D

5-+ 5+.2 ,7* 1 .0/'-+(*) D () ('*/,(6-4 -/' ./4< '*3 */') ./ 9+-(/ 3+.3 *+,(*) C

F/ ?7-3,*+ $ D �* 3+.6**' ,. (/G*),(9-,* ,7* 2 (6+.)6.3(6 3+.3 *+,(*) .5 ,7* )(2 �

04-,*' )7*-+ 
.� ) C F/ 3-+,(604-+ �* -+* (/,*+*),*' (/ �7*,7*+ - ,7*.+< 1-)*' ./

1(/-+< 6.44()(./) 1 *,�**/ 9+-(/) () 2 (6+.)6.3(6-44< �0),(�-14* C �. 6-++< .0, ,7()

(/G*),(9-,(./ �* 2 *-)0+* )3-,(-4 5.+6*�5.+6* 6.++*4-,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) -/' �/'

#



4./9 +-/9* 6.++*4-,(./ ,7-, '*6-<) *�3./*/,(-44<C �7() '*�/*) - 4*/9,7�)6-4* � D

�7(67 () *80-4 ,. ,7* )(�* .5 ,+-/)(*/, 5.+6* 67-(/ /*,�.+�) ,7-, *2 *+9* -) ,7*

'*/)(,< (/6+*-)*) C �* -4). )7.� ,7-, 6./,-6, 5.+6*) -+* )*/)(,(G* ,. ,7* G-40* .5

� C �7() '*2 ./),+-,*) ,7-, ,7*.+(*) 1-)*' ./ 1(/-+< 6.44()(./) -+* /., -334(6-14*

1 *<./' - 6*+,-(/ 3-6� (/9 5+-6,(./ �	
 C & )).6(-,*' � (,7 ,7* /*,�.+� ,+-/)(,(./

1*,�**/ 1(/-+< 6.44()(./) -/' 5.+6* /*,�.+�) -, �	
 () - )(9/-,0+* (/ ,7* 6./,-6,

5.+6* '(),+(10,(./ 50/6,(./ ,7-, 7-) 1 **/ .1)*+G*' 3+*G(.0)4< (/ 1.,7 )(204-,(./)

-/' *�3*+(2 */,) .5 9+-/04-+ 
.� C �* */' ,7() 67-3,*+ 1< 3+*)*/,(/9 - 37-)*

'(-9+-2 .5 (/*+,(-4 9+-/04-+ 
.� (/ � (90+* $ C�J D �7(67 80-/,(,-,(G*4< '*,*+2 (/*)

�7*/ 1(/-+< 6.44()(./) .660+ -/' �7*/ ,+-/)(*/, /*,�.+�) *2 *+9* C

F/ ?7-3,*+ K �* *�34.+* ,7* 6./)*80*/6*) .5 4./9 +-/9* 6.++*4-,(./ ./ 2.'*4)

.5 9+-/04-+ )7*-+ 
.� C �* 1 *9(/ 1< )7.� (/9 ,7-, � (/*,(6 ,7*.+< () ./4< -334(6-14*

5.+ � � �	
 C F/ ,7() +-/9* .5 3-6� (/9 5+-6,(./ �* ,*), ,7* 3+*'(6,(./) .5 � (/*,(6

,7*.+<D � (,7.0, -/< �,,(/9 3-+-2 *,*+) D -/' �/' *�6*44*/, -9+**2 */, C &1.G* �	

/*� ,7*.+(*) 20), 1 * 0,(4(�*' ,. 3+*'(6, 6./),(,0,(G* +*4-,(./) C �* (/,+.'06* -

/*� ,7*.+<D ,7* 5.+6*�/*,�.+� 2.'*4 D �7(67 () -14* ,. 3+*'(6, 6./),(,0,(G* +*4-�

,(./) 5.+ ,7* ),+*)) ,*/).+ C �7*)* 3+*'(6,(./ D �7(67 6./,-(/ /. -'�0),-14* �,,(/9

3-+-2*,*+) D 2 -,67*) '-,- 5+.2 )(204-,(./) .G*+ -44 G-40*) .5 � � �
 C �* */'

,7() 67-3,*+ 1< ,*),(/9 ,7* 3+*'(6,(./) .5 ,7* H7*-+ �+-/)5.+2 -,(./ �./* *H�� +

,7*.+< .5 -2.+37.0) ).4(') C �7* H�� ,7*.+< 7-) 5.0/' � ('* -334(6-,(./ (/ 2 -/<

%



-2.+37.0) )<),*2 ) -, 4.� ,*23*+-,0+* -/' �* �/' ,7-, 1.,7 (,) 2 (6+.)6.3(6

-))023,(./) -/' 2-6+.)6.3(6 3+*'(6,(./) -+* 037*4' 5.+ � � �	
 C
� (/-44<D �* */' � (,7 - )*, .5 9*/*+-4 6./640)(./) -/' -/ .0,4. .� 5.+ ,7* 50,0+*

.5 +*)*-+67 (/,. 
.� ) .5 9+-/04-+ 2 *'(- C

�



������� �

��������� ��� ����� ���� ���
� ���� ��� �� ��

& 3+(2 -+< .1� *6,(G* .5 /./�*80(4(1+(02 ),-,(),(6-4 2 *67-/(6) () ,. 3+.G('*

2.4*604-+ �0),(�6-,(./) 5.+ 2 -6+.)6.3(6 *80-,(./) C F/ 9+-/04-+ 2 *'(- D ,7* 2.4*6�

04-+ .+ �2(6+.)6.3(6� (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) 34-< - 3(G.,-4 +.4* D 10, ,7*+*

-+* 50/'-2*/,-4 +*4-,(./) ,7-, 7.4' -, ,7* 2 -6+.)6.3(6 4*G*4 )(234< '0* ,. 6./�

)*+G-,(./ +*4-,(./) 5.+ ,7* 2 -)) D 2.2*/,02 D -/' */*+9<C �7*)* '. /., +*80(+*

- '*,-(4*' 0/'*+),-/'(/9 .5 2 (6+.)6.3(6 '</-2 (6) D -4,7.097 ,7*< '. (/640'* 0/�

�/.�/ ,*+2 ) D )067 -) ,7* ),+*)) ,*/).+ D ,7-, 20), 1 * '*,*+2 (/*' 5+.2 2 (6+.)6.3(6

6./)('*+-,(./) C � *+* �* +*G(*� ,7* 6./)*+G-,(./ +*4-,(./) -, ,7* 7<'+.'</-2 (6

4*G*4 D �7*+* �* -+* (/,*+*),*' (/ ,7* 2 -6+.)6.3(6 *G.40,(./ .5 '*/)(,(*) .5 ,7*

*�,*/)(G* G-+(-14*) .5 2 -)) D 2.2*/,02 -/' */*+9<C

F/ 9+-/04-+ 2 *'(- D 2 -)) -/' 2.2 */,02 -+* 6./)*+G*' D 10, */*+9< () 4.), (/

*-67 9+-(/ (/,*+-6,(./ C &/ *80-,(./ .5 2.,(./ 5.+ */*+9< 6-/ ),(44 1 * � +(,,*/ -/'

�J



(/G.4G*) - '())(3-,(G* ,*+2 C �.+ 6./)*+G-,(./ .5 2 -)) -/' 2.2*/,02 D ,7* 64-))(6-4

5.+2 ) 7.4' ��I� C B-)) 6./)*+G-,(./ +*-') @

��
� � � � �

��� *��� + � *I C�+

�7*+* =+**� )03 *+)6+(3,) +*3+*)*/, 6.23./*/,) -/' +*3 *-,*' (/'(6*) -+* )022*' C

�7* 2-)) '*/)(,< () '*/.,*' -) � *� � �+ -/' ,7* 
0(' ),+*-2 (/9 G*4. 6(,< 7-) 6.2 �

3./*/,) �� *� � �+ C �7*)* 80-/,(,(*) -+* 50/6,(./) .5 ,7* 3 .)(,(./ � -/' ,(2 * � C

H(2 (4-+4<D 6./)*+G-,(./ .5 2 .2 */,02 +*-') @

�
� � *��� + � � �

��� ���� �� 	 
�� � � *I CI+

�7(67 '*�/*) ,7* ),+*)) ,*/).+ 
�� *� � �+ C F5 *�,*+/-4 5.+6*) *� (), D ,7*< 20), -4).

1 * (/640'*' ./ ,7* +(97, 7-/' )('* .5 ,7() *80-,(./ C

�/*+9< () /., 6./)*+G*' (/ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) C �7*+*5.+* D (, () /., 3 .))(1 4*

,. +*4< ./4< ./ ,7* 6./)*+G-,(./ .5 */*+9< ,. '*�/* - 7<'+.'</-2 (6 *80-,(./ C

�.�*G*+ D ,7* *80-,(./ 5.+ ,7* */*+9< 6-/ 1 * � +(,,*/ -) - �6./)*+G-,(G*� 3-+, 340)

- '())(3-,(G* 3-+, ��)� C F, ,-�*) ,7* 5.+2 @

�
� � *� �+ �

�
� �� �� � �� 	 �� 	 
�� �� � 	 
 � *I C)+

��



�7*+* � () ,7* */*+9< '*/)(,<D �� '*/.,*) ,7* 7*-, 
0� D -/' 
 () ,7* '())(3-,(G*

,*+2 C � 5,*/,(2 *) 5.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) D ,7* */*+9< '*/)(,< () � +(,,*/ (/ ,*+2 )

.5 ,7* �9+-/04-+ ,*23*+-,0+*� � D � (,7 � � �� C �7() +*4-,*) � ,. ,7* 2 *-/

)80-+* .5 G*4. 6(,< (/ '(40,* +*9(2 *) -/' �* � (44 -'7*+* ,. ,7() /.,-,(./ ,7+.097.0, C

�80-,(./ *I C)+ 3+*'(6,) - ),*-'< ),-,* (/ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) �7*+* ,7* */*+9<

(/,+.'06*' 5+.2 *�,*+/-4 3 *+,0+1-,(./) *�-6,4< 1-4-/6*) ,7* */*+9< 4.), ,7+.097

(/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C

� �� ��� � ��	
��
��� 

������
�

�7* 6./)*+G-,(./) *80-,(./) (/,+.'06* 0/�/.�/ 3-+-2 *,*+) D )067 -) ,7* ),+*))

,*/).+ -/' ,7* 7*-, 
0� C ?.//*6,(/9 ,7*)* 2 -6+.)6.3(6 �*4') ,. ,7* 2 (6+.)6.3(6

2.,(./ .5 (/'(G ('0-4 9+-(/) (/ - 2 (6+.6-/./(6-4 5.+204-,(./ () /./�,+(G (-4 -/' 7-)

1 **/ ,7* 5. 60) .5 +*6*/, ),0'(*) ��� D �$� C � 4,(2 -,*4<D (, () '*)(+-14* ,. +*4-,* ,7*)*

�*4') ,. ,7* '*/)(,<D ,7* -G*+-9* G*4. 6(,< -/' ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* C �7()

() 6-44*' 6./),(,0,(G* 2 .'*4(/9� (5 (, () -66.234()7*' ,7*/ �80-,(./) *I C�+ D *I CI+ D

-/' *I C)+ 1*6.2 * - 64.)*' )*, ,7-, 6-/ 1* 0/(80*4< ).4G*' 5.+ -/< )<),*2 0/'*+

),0'<C � *+* �* � (44 1 * (/,*+*),*' (/ 6./),(,0,(G* 2.'*4) .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ D -/'

� (44 5. 60) ./ '*,*+2 (/(/9 (,) G-40* 1-)*' ./ 2 (6+.)6.3(6 6./)('*+-,(./) C

�I



F/ .+'*+ ,. -++(G* -, - 2 (6+.)6.3(6 *80-,(./ 5.+ ,7* ),+*)) ,*/).+ D (, () /*6*)�

)-+< ,. '*+(G* ,7* 6./)*+G-,(./ *80-,(./) 5+.2 - 2 (6+.)6.3(6 3 .(/, .5 G (*� C &

2 (6+. 6-/./(6-4 5.+2 .5 6./)*+G-,(./ *80-,(./) 1 *9(/) � (,7 ,7* (/,+.'06,(./ .5 -

6.-+)*�9+-(/(/9 50/6,(./ � D �7(67 -44.� ) 0) ,. '*�/* - 6./,(/0.0) '*/)(,< 50/6�

,(./-4 @

� *� � �+ � �
� �

� � *� � � �+ � *I C�+

�7*+*
�
� -/' � � -+* ,7* 2 -)) -/' 3.)(,(./ .5 9+-(/ � D -/' ,7* )02 () .G*+ -44

9+-(/) (/ ,7* 2 -,*+(-4 C &, ,7* 2 (6+.)6.3(6 4*G*4 D 2 -)) ,+-/)3 .+, 6.++*)3 ./') ,.

,7* *80-,(./ .5 2 .,(./ 5.+ � C �-� (/9 - ,(2 * '*+(G-,(G* (/ �80-,(./ *I C� + -/'

3*+5.+2 (/9 *4*2 */,-+< -49*1+- 4*-') ,.

��
� � � � �

��� �
� �

�� ��� *� � � �+ *I C$+

�7*+* � � () ,7* G*4. 6(,< .5 9+-(/ � C �7() *80-,(./ D 6.21(/*' � (,7 �80-,(./ *I C�+

'*�/*) ,7* 2.2*/,02 '*/)(,<

� *� � �+�� *� � �+ � ��
��	 �

�� ��� *� � � �+ � *I CK+

F/ -/ -/-4.9.0) �-<D ,7* 7<'+.'</-2 (6 *80-,(./ 5.+ 2 .2 */,02 
0� 6-/ 1*

'*,*+2 (/*' 1< ,-� (/9 ,7* ,(2 * '*+(G-,(G* .5 ,7* 2.2*/,02 '*/)(,<C �7* *�-6,

�)



2(6+.)6.3(6 *�3+*))(./ 5.+ ,7* ),+*)) ,*/).+ () ,7*/ '*,*+2 (/*' 1< +*� +(,(/9 ,7*

+*)04,(/9 *�3+*))(./ (/ ,*+2 ) .5 - '(G*+9*/6* C �7() 3+.6*)) () ),+(6,4< -49*1+-(6

-/' '.*) /., +*80(+* -/< -))023,(./) +*9-+'(/9 ,7* (/,*+�3-+,(64* 5.+6*) ��� � C F,

< (*4') @


�� *� � �+ � ��
��	

� *� � � �+
�
� *� �� � �� + *� �� � �� +	 �

I � ���� �� ��	 �
��� � ��� � �

	
� *� � � �	 �	 �� + 
� �

*I C#+

�7*+* ,7* )02 () .G*+ -44 � � 6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) D 	 �� � � � � �� D -/' � ��� () ,7*

6./,-6, 5.+6* 1 *,�**/ 9+-(/) � -/' � C
�80-,(./ *I C#+ () - 5.+204-,(./ .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ 5+.2 - 2 (6+.)6.3(6 3.(/,

.5 G (*� -/' (, 9(G*) (/5.+2 -,(./ ./ 7.� ,7* ),+*)) ,*/).+ () +*4-,*' ,. (/,*+-6,(./)

1 *,�**/ 9+-(/) C �7* � +), ,*+2 (/ �80-,(./ *I C#+ +*3+*)*/,) 7.� ,7* G*4. 6(,<


06,0-,(./) .5 (/'(G ('0-4 3-+,(64*) 6+*-,*) ),+*)) D -/' ,7* )*6./' ,*+2 9(G*) ,7*

6./,+(10,(./ 5+.2 (/,*+�9+-(/ 5.+6*) C �* � (44 1 * 2 .), (/,*+*),*' (/ ,7* )*6./'

,*+2 D �7(67 () .5,*/ 6-44*' ,7* ),-,(6 6./,+(10,(./ ,. ,7* ),+*)) ,*/).+ -/' ()

'*/.,*' 1<


 
�� *� � �+ �
�
I � ���� �� �� � �

��� � ��� � �

	
� *� � � � 	 �	 �� + 
� � *I C%+

�7* ),-,(6 ),+*)) () G*+< )*/)(,(G* ,. ,7* G-40* .5 (/,*+�9+-(/ 5.+6*) -/' () ,7* '.2 �

(/-/, ,*+2 .5 �80-,(./ *I C#+ 5.+ '*/)* 9+-/04-+ 
.� ) �7*+* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/

9+-(/) -4�-<) .660+ �I#� C F/ ,7* +*2 -(/(/9 67-3,*+) �* � (44 *�34.+* ,7*.+(*) ,7-,

��



3+*'(6, ,7* ),+*)) ,*/).+ (/ 9+-/04-+ 
.� ) D 0)(/9 1 .,7 /02 *+(6-4 )(204-,(./ -/'

,7*.+*,(6-4 -+902*/,) C �7() +*80(+*) - '**3 *+ 0/'*+),-/'(/9 .5 ,7* (/,*+-6,(./)

1 *,�**/ 9+-(/) C �. ,7() */' D �* � (44 5. 60) ./ ,7* 3+.3 *+,(*) .5 3 *+5*6,4< +(9('

9+-(/) D �7(67 �* *�34.+* (/ ,7* /*�, 67-3,*+ C

�$



������� �

� ��� ��� ��� � � ������� �� � �� ��
� �� ���

F/ ,7* 3+*G(.0) 67-3,*+ �* 3+*)*/,*' - '*+(G-,(./ .5 ,7* 7<'+.'</-2 (6 *80-�

,(./) 5+.2 - 2 (6+.)6.3(6 3 .(/, .5 G (*� C �7* 5.+2 .5 ,7*)* *80-,(./) () 9*/*+(6 ,.

9+-/04-+ 2 *'(- (/ ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * D +*9-+'4*)) .5 ,7* *� ,*+/-4 5.+6(/9 .+ ,7* (/�

,*+-6,(./) 1 *,�**/ 9+-(/) C �7*< '. D 7.�*G*+ D 6./,-(/ 0/�/.�/ ,*+2 ) D )067 -) ,7*

),+*)) ,*/).+ D ,7-, '*3 */' ./ 5.+6*) 1 *,�**/ (/,*+-6,(/9 9+-(/) C F/ .+'*+ ,. 5.+2

- 64.)*' )*, .5 *80-,(./) 5.+ ,7* 7<'+.'</-2 (6 G-+(-14*) .5 2 -)) '*/)(,<D 2.2*/�

,02 '*/)(,<D -/' 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* D (, () /*6*))-+< ,. 0/'*+),-/' 7.� 5.+6*)

-+()* 1 *,�**/ 9+-(/) -/' 7.� ,7*)* 5.+6*) 6-/ 1* '*,*+2 (/*' 5+.2 ,7* 7<'+.'<�

/-2 (6 G-+(-14*) C F/ ,7() 67-3,*+ �* '()60)) ,7* +*4*G-/, 5*-,0+*) .5 ,7* 9+-(/�9+-(/

(/,*+-6,(./ 5.+ '+< 9+-/04-+ 
.� ) (/ ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * C �* 3+*)*/, -+902*/,)

,7-, 9+-(/ (/,*+-6,(./) -+* 6./,+.44*' *�640)(G*4< 1< ,7* 7-+'�6.+* +*304)(./ C F/

,7() 6-)* D *�3 *+(2 */,-44< G*+(�*' )6-4(/9 3+.3 *+,(*) .5 6./),(,0,(G* +*4-,(./) 6-/

�K



1* '*+(G*' 0)(/9 - 50/'-2 */,-4 (/G-+(-/6* .5 E*� ,./ �) *80-,(./) C �7*+*5.+* D ,7*

3+.3 *+,(*) .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) -+* .5 0,2 .), (23.+,-/6* 5.+ '*,*+2 (/(/9 ,7*

'</-2 (6) .5 '+< 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) (/ ,7* (/*+,(-4 +*9(2 * C

� 7*/ 9+-(/) -+* '+<� ). ,7-, /. �-,*+ 1+('9*) (/'06* -,,+-6,(./ ��K D �#��

-/' .5 )(�* 4-+9*+ ,7-/ ,7* 2 (6+.2 *,*+ )6-4*� ). ,7-, /. *4*6,+.),-,(6 (/,*+-6,(./

(/,*+G*/*)� ,7*(+ (/,*+-6,(./ () 30+*4< +*304)(G* C F, +*)04,) 5+.2 ,7* *4-),(6 '*5.+�

2-,(./ .5 9+-(/) -, 6./,-6, -/' ,7* '())(3-,(./ .5 */*+9< G(- 5+(6,(./ -/' 6.44(�

)(./) C �7* 6.234*� (,< .5 ,7() (/,*+-6,(./ 2.,(G-,*) -/ (23.+,-/, 80*),(./ @ �7(67

3+.3 *+,(*) .5 ,7* 9+-(/�9+-(/ (/,*+-6,(./ 6./,+(10,* ,. -/< 3-+,(604-+ 2 -6+.)6.3(6

.1)*+G-,(./� F/ ).2 * (/),-/6*) D '*,-(4) .5 ,7* 9+-(/�9+-(/ (/,*+-6,(./ )**2 6+(,(�

6-4 @ 5.+ *�-234* D ,7* � *+,� (-/ +*304)(./ ��%� () *))*/,(-4 ,. 0/'*+),-/' ,7* -6.0),(6

3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) (/ ,7* 80-)(�),-,(6 +*9(2 * ���� C E02*+(6-4 (2 34*�

2*/,-,(./) .5 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) 7-G* ,70) +*4(*' ./ 2.+* .+ 4*)) *4-1.+-,* 2.'*4)

.5 ,7* 9+-(/�9+-(/ (/,*+-6,(./ ��% D $J D $�� C

�7* -+902*/,) (/ - +*6*/, ),0'< 1< ?-231*44 ���� -))*)) ,7* (23.+,-/6* .5 ,7*

*4-),(6 *).5,+ 3-+, .5 ,7* +*304)(G* 3 .,*/,(-4 G*+)0) ,7* 4(2 (, �7*+* 9+-(/) -33*-+

-) 3 *+5*6,4< 7-+' -/' '. /., -44.� '*5.+2 -,(./ C ?-231*44 3+*)*/,*' - '*,-(4*'

-/-4<)() .5 ,7* '(� *+*/, 
.� +*9(2 *) .1,-(/*' (/ - ,7+** '(2 */)(./-4 )(234* )7*-+

)(204-,(./ .5 9+-/04-+ 
.� ) �7(4* G-+<(/9 ,7* ),(�/*)) � .5 ,7* +*304)(./ D ,7*

)7*-+ +-,* �� D -/' ,7* 2 -)) '*/)(,< � C � * 5.0/' ,7-, ,7* '(2 */)(./4*)) 3-+-2 *,*+

�#



� � ���� �� � D �7*+* � () ,7* 9+-(/ '(-2 *,*+ D ' (6,-,*) ,7* 67-+-6,*+ .5 ,7* 
.� C �7()

80-/,(,< () '(+*6,4< +*4-,*' ,. - B-67 /021*+ �7(67 (/G.4G*) ,7* +-,(. .5 ,7* )7*-+

G*4. 6(,< � �� .G*+ ,7* ).0/' )3 **' 	
 @ � � � �� �	
 � ��
� C �7* 7-+' 9+-(/ 4(2 (,

6.++*)3./') ,. ,7* +*9(2 * �7*+* ).0/' �-G*) ,+-G*4 G*+< 5-), 6.23-+*' ,. ,7*

+-,* -, �7(67 6./,-6, /*,�.+�) -+* '*),+.<*' 1< ,7* )7*-+ 
.� C �7() () ,7* 4(2 (,

.5 G*+< )2 -44 B -67 /021*+ D .+ )2 -44 )7*-+ +-,*) C

?-231*44 5.0/' ,7-, 2 -6+.)6.3(6 3+.3 *+,(*) '. /., '*3 */' ./ ,7* B-67 /02 �

1*+ 5.+ � � �J�� C �.+ ,7*)* G-40*) .5 � D ,7* ),(�/*)) .5 ,7* 9+-(/) () 4-+9* */.097

). ,7-, (, () *� *6,(G*4< (/�/(,* C �. 6.23-+* ,7() ,. - +*-4(),(6 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 D

�* /.,* ,7-, ,7* ).0/' )3 **' () .5 .+'*+ �JJ2 ") C F5 �* -))02 * - 9+-(/ )(�* .5

.+'*+ �22 D ,7* B-67 /021*+ () *�3+*))(1 4* -) � � �J�� ) �� C �7*+*5.+* D (/ .+'*+

,. 1 * (/ ,7* 4(2 (, �7*+* 9+-(/) 1 *7-G* -) (5 ,7*< -+* 3 *+5*6,4< ),(� D (, )0� 6*)

,. +*),+(6, ./*)*45 ,. )7*-+ +-,*) 1 *4.� �JJJ)� � C B.), *�3*+(2 */,-4 -/' /-,0+-4

)(,0-,(./) . 660+ -, )7*-+ +-,*) 5-+ 1 *4.� ,7() 4(2 (,(/9 G-40* -/' �* 6-/ 6./640'*

,7-, (/*+,(-4 
.� ) .5 9+-(/) 9*/*+-44< . 660+ (/ ,7* 4(2 (, �7*+* ,7* ).5, 3-+, .5 ,7*

+*304)(./ () */,(+*4< 2 -)�*' 1< ,7* ),*+(6 *�640)(./ C �. ),0'< ,7*)* 
.� ) (, ()

)0� 6(*/, ,. 6./)('*+ 3+.3 *+,(*) .5 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) C F/ ,7* 5.44.� (/9 )*6,(./)

�* *�34.+* 7.� ,7* 2 -,7*2-,(6-4 4(2 (, .5 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) 9(G*) (/)(97, (/,.

50/'-2 */,-4 3+. 6*))*) �7(67 -+* +*4*G-/, ,. (/*+,(-4 
.� ) C

�%



� �� ������
�� 
 � � 
��
� ����	 	�� �� �	� �� �
�	

� �� �
��

�7* 2.,(./ .5 � +(9(' 9+-(/) (/ - 
 �'(2 */)(./-4 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 () '*,*+�

2(/*' 1< E*� ,./ �) *80-,(./) 5.+ ,7* 3 .)(,(./) � � D -/904-+ .+(*/,-,(./) � � D 2 .�

2*/,- � � -/' -/904-+ G*4. 6(,(*) � � @


� �
� �
� �

�
� �


� �
� � �� � �� 	 � �
� � *) C�+


� �
� � � � � 
� �
� �
�
� � �� �

� �	 �� � � �� � *) CI+

�7*+* � �
� +*3+*)*/,) -/ *�,*+/-4 5.+6* )067 -) 9+-G(,<D � �� +*3+*)*/,) - 6./,-6,

5.+6* ./ 9+-(/ � 1< 9+-(/ � D �	 �� () ,7* 0/(, G*6,.+ 6.//*6,(/9 ,7* 6*/,*+) .5 9+-(/)

� -/' � D
�
� () ,7* +-'(0) .5 9+-(/ � D -/' � � () ,7* 2 .2*/, .5 (/*+,(- C

�7*)* *80-,(./) 20), 1 * 6.234*2 */,*' � (,7 - 3+*)6+(3,(./ 5.+ ,7* 6./,-6,

5.+6*) C F/ ,7* 7-+' 9+-(/ 4(2 (, ,7*)* 6./,-6, 5.+6*) 6-/ 1 * '*,*+2 (/*' )*45�

6./)(),*/,4< 1< ,7* 6./'(,(./) ,7-, *(+ ,7*+* () /. 3 */*,+-,(./ 1*,�**/ 9+-(/)�-

5.+6* () (/),-/,-/*.0)4< 6+*-,*' 03./ 6./,-6, ,. (23 *'* 3*/*,+-,(./ -/' +*2 -(/)

/./��*+. 0/,(4 ,7* 6./,-6, () 1+.�*/�-/' *((+ 1< ,7* 5+(6,(./ 4-� �7(67 6.034*) ,.

+.,-,(./-4 '*9+**) .5 5+**'.2 C

��



F2 3.+,-/, 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) -+()* '(+*6,4< 5+.2 -/ (/G-+(-/6* .5

,7* *80-,(./) .5 2.,(./ *) C� D ) CI+ C �* /.� )3 */' ).2* ,(2 * ),0'<(/9 ,7*)* 3+.3�

*+,(*) -/' -))*))(/9 ,7*(+ 6./)*80*/6*) 5.+ 2 -6+.)6.3(6 .1)*+G-,(./) D (/ 3-+,(604-+

�-9/.4' �) )6-4(/9 C

� �� ����
 �� �� ��� ����

�7* )066*)) .5 � (/*,(6 ,7*.+< 6-2* (/ - 4-+9* 3-+, 5+.2 (,) -1(4(,< ,. -66.0/, 5.+

,7* )6-4(/9 1 *,�**/ ),+*)) � -/' ),+-(/ +-,* �� *� � �� � + � +), .1)*+G*' 1< �-9/.4'

(/ '*/)* 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) �$I� C �-9/.4' �0),(�*' ,7() 1 *7-G(.+ � (,7 - )(234*

-+902*/, @ ,7* 5+*80*/6< .5 6.44()(./) -/' 2.2*/,02 67-/9* 3*+ 6.44()(./ -+*

*-67 3+.3.+,(./-4 ,. ,7* )7*-+ +-,* -/' ,7*+*5.+* ,7* ),+*)) () 3+.3.+,(./-4 ,. ,7*

)80-+* .5 ,7* )7*-+ +-,* C H(2 (4-+ '(2 */)(./-4 -+902*/,) -+* -4). - 3-+, .5 � (/*,(6

,7*.+< -/' -+* 64.)*4< +*4-,*' ,. ,7* 6./6*3, .5 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* *)** �I�� 5.+

- +*G(*� + C �.�*G*+ D )(/6* ,7*)* -+902*/,) -+* 0)0-44< '()60))*' (/ ,7* 5+-2 *�.+�

.5 � (/*,(6 ,7*.+<D (, () 0/64*-+ �7< �-9/.4' �) )6-4(/9 )7.04' 7.4' (/ '*/)* (/*+,(-4

)<),*2 ) �7*+* 9+-(/) 2 -< /., (/,*+-6, ).4*4< ,7+.097 1(/-+< 6.44()(./) C

�7() 7-) 4*' ,. - 9+*-, '*-4 .5 (/,*+*), (/ ,7* .+(9(/ -/' *� (),*/6* .5 �-9/.4' �)

)6-4(/9 5.+ ���� � 9+-/04-+ 
.� ) C �/ ,7* ./* 7-/' D �-9/.4' �) .1)*+G-,(./) 7-G*

1 **/ 6+(,(6(�*' @ ,7*< 2-< 7-G* -+()*/ 5+.2 - )*6./'-+< (/),-1(4(,< .5 ,7* 9+-/04-+

IJ




.� (/ 7() )7*-+ 6*44 �$)� C �/ ,7* .,7*+ 7-/' D �-9/.4' �) )6-4(/9 7-) 1 **/ '(+*6,4<

.1)*+G*' 1< 2 *-)0+(/9 )7*-+ ),+*)) -/' ),+-(/ +-,* 3+.� 4*) (/ /02 *+(6-4 )(204-�

,(./) .5 9+-/04-+ 
.� ) '.�/ (/64(/*) �I$ D $� D $$� D -/' () 5.0/' ,. 1* 6./)(),*/, � (,7

*�3*+(2 */,-4 .1)*+G-,(./) .5 ,7* -G*+-9* 
.� +-,* (/ ,7* )-2 * 9*.2*,+< �$K� C �7*

('*- ,7-, '(2 */)(./-4 (/G-+(-/6* �.04' 7.4' 5.+ '*/)* 
.� ) -/' */5.+6* �-9/.4' �)

)6-4(/9 7-) +*6*/,4< *2 *+9*' �$# D $%� C

�* � ()7 ,. 7(974(97, ,7* 5-6, ,7-, D 5-+ 5+.2 1*(/9 +*)*+G*' ,. �+-3('� 
.� )

�7*+* � (/*,(6 ,7*.+< -334(*) D ,7 () '(2 */)(./-4 (/G-+(-/6* () - 3+.5.0/' 3+.3*+,<

.5 E*� ,./ �) *80-,(./) 5.+ 7-+' )37*+* )<),*2 ) C F, 7.4') (/ 1.,7 ,7* '*/)* -/'

�+-3('� 
.� +*9(2 *) -/' '.*) /., +*80(+* -/< .5 ,7* -))023,(./) .5 � (/*,(6 ,7*.+<

,. 7.4' C �. 64-+(5< ,7() ())0* D �* �/' (, 0)*50 4 ,. 67-+-6,*+(�* ,7* (/G-+(-/6* (/

,*+2 ) .5 37-)* )3-6* ,+-� *6,.+(*) @ ,7 () 3(6,0+* () �*44 -'-3,*' ,. ,7* 6-)* .5 '*/)*


.� ) �7*+* 9+-(/) 0/'*+9. 204,(�1.'< (/,*+-6,(./) C

F2 3.+,-/, 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ )7*-+ 
.� ) (/ ,7* +(9(' 9+-(/ 4(2 (, 6-/ 1*

'*,*+2 (/*' 5+.2 - )(234* (/G-+(-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./) �I#� C �7() (/G-+(-/6*

-+()*) '0* ,. ,7* -1)*/6* .5 -/< 50/'-2*/,-4 ,(2 *�)6-4* (/ ,7* (/,*+-6,(./) 1 *,�**/

3*+5*6,4< +(9(' 9+-(/) C E-2*4<D 5.+ - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 5+** 5+.2 *�,*+/-4 5.+6*)

� (,7 - 6./),-/, )7*-+ +-,* D ,7* ,(2 * *G.40,(./ � (44 .1 *< *80-,(./) *) C� D ) CI+ � (,7

� �
� � J C

I�



F5 �* /.� +*)6-4* ,7* 6./,-6, 5.+6*) 1< - )6-4-+ G-40* � �� � � �� �� -/' )(204�

,-/*.0)4< +*)6-4* ,7* ,(2 * � � �
� D ,7*/ E*� ,./ �) *80-,(./) -+* ,+-/)5.+2 *' ,.

+*-' @


 �
� �

� ����
�
� � 
� ����
� � �� � �� � *) C)+


� �
� � � ���� � 
� ����
� �
�
� � �� �

� �	 �� � � �� � *) C�+

�7*+* � ���� � � ��
� -/' � ���� � � ��
� C �7() 5.+2 5.+ E*� ,./ �) *80-,(./) ()

('*/,(6-4 ,. *) C�+ -/' *) CI+ � (,7 /*� G-40*) 5.+ ,7* 2.2*/,- -/' -/904-+ G*4. 6(,(*) C

& 5,*+ +*)6-4(/9 ,7* 6./,-6, 5.+6*) -/' ,(2 * �* )** ,7-, ,7* 3 .)(,(./) -/' -/90�

4-+ .+(*/,-,(./) +*2 -(/ 0/67-/9*' D �7(4* ,7* G*4. 6(,(*) -+* 67-/9*' (/ -66.+'-/6*

� (,7 ,7* ,(2 * +*)6-4(/9 C �7() (234(*) ,7-, - 2.G(* .5 ./* 9+-/04-+ 
.� �7*+* ,7*

9+-(/) 7-G* (/(,(-4 G*4. 6(,(*) �� � D � �� � (44 4. .� *�-6,4< ,7* )-2 * -) -/.,7*+ 2 .G(*

�7*+* ,7* (/(,(-4 G*4. 6(,(*) -+* '.014*' -/' ,7* 2.G(* () 34-<*' -, 7-45 )3 **' C �7*

./4< '(�*+*/6* (/ ,7* '</-2 (6) () ,7-, ,7* 6./,-6, 5.+6*) 2 *-)0+*' (/ ,7* )*6./'

2.G(* �.04' 1 * 5.0+ ,(2 *) 4-+9*+ ,7-/ ,7.)* (/ ,7* � +), C

�7() (/G-+(-/6* () - 3+.3 *+,< .5 � ��	 ��
�� �
�� � �
��� �7(67 20), 7.4' (/ ,7*

(/*+,(-4 +*9(2 * D *G*/ (/�/(,*)(2 -44< 64.)* ,. � -22 (/9 C F/ -/ *�3*+(2 */, D ,7() )6-4�

(/9 1+*-�) '.�/ ./4< �7*/ (, () /. 4./9*+ -33+.3+(-,* ,. 2.'*4 ,7* *�3*+(2 */,-4

)<),*2 1< 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) C & *4< (/9 ./ ,7* -+902 */,) .5 ?-231*44 (/,+.�

II



'06*' *-+4(*+ ���� D �* 6-/ 6./640'* ,7-, 2 -/< *�3 *+(2 */,-4 9+-/04-+ 
.� ) -+* (/

,7* +*9(2 * �7*+* (, () -33+.3+(-,* ,. 2.'*4 ,7* )<),*2 1< 7-+' 9+-(/) C

>*, 0) -4). /.,* ,7-, ,7() (/G-+(-/6* () /., 4(2 (,*' ,. ,+-/)4-,(./-44< (/G-+(-/,

)(,0-,(./) D 4(�* (/ ,7* 104� .5 - 9+-/04-+ 
.� .+ - 1(3 *+(.'(6 )(204-,(./ 6*44 C F/'**' D

)033.)* ,7-, �* ),0'< ,7* 2 .,(./ .5 3 *+5*6,4< 7-+'�9+-(/) )7*-+*' 1 *,�**/ ,�.

6./�/(/9 �-44) ,-�*/ ,7*2 )*4G*) ,. 1 * 3 *+5*6,4< 7-+' C �7*/ -9-(/ D - +*)6-4(/9 .5

5.+6* -/' ,(2 * )6-4*) 4*-G* ,7* 37-)*�)3-6* ,+-� *6,.+(*) (/G-+(-/, C F/ .,7*+ �.+') D

67-/9(/9 ,7* )7*-+ +-,* (23.)*' G(- ,7* �-44) 4*-G*) ,7* G*4. 6(,< 3+.� 4* .5 ,7*

6./�/*' 9+-/04-+ 2 *'(02� (/640'(/9 3 .))(1 4* 1.0/'-+< 4-<*+)� (/G-+(-/, -5,*+ ,7*

-33+.3+(-,* +*)6-4(/9 C �7* 5.+6*) (/ ,7* �7.4* )<),*2 -+* +*)6-4*' -66.+'(/94<C

�7* )7*-+ (/G-+(-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./) 5.+ 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) (22*�

'(-,*4< 3+*'(6,) - 6./),(,0,(G* +*4-,(./ 5.+ ,7* ),+*)) ,*/).+ C F5 D -, -/< ,(2 * D �*

204,(3 4< ,7* G*4. 6(,< .5 -44 ,7* 9+-(/) (/ - )7*-+ 
.� 1< - 5-6,.+ � D ,7*/ ,7* )7*-+

+-,* �� � (44 -4). (/6+*-)* 1< - 5-6,.+ � C F/ ,7() 6-)* D 1-)*' ./ ,7* (/G-+(-/6* (/

E*� ,./ �) *80-,(./) D ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) � (44 -44 1 * (/6+*-)*' 1< - 5-6,.+ .5

� � C �7() 2 *-/) ,7-, ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) )6-4* 4(�* �� � C ?.21(/(/9 ,7() � (,7

�80-,(./ *I C#+ (22 *'(-,*4< 3+*'(6,) ,7-, -/< 6.23./*/, .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ ()

3+.3 .+,(./-4 ,. �� � C

&''(,(./-44<D 1 *6-0)* �� 3+.G ('*) ,7* ./4< ,(2 *)6-4* (/ +(9(' 9+-/04-+ )7*-+


.� ) D ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* � )7.04' -4). )6-4* � (,7 �� � C �7() (234(*) ,7-, ,7*

I)



80-/,(,(*) 
�� �� �� -/' � �� �� -+* (/'*3 */'*/, .5 )7*-+ +-,* -/' D (/ ),*-'< ),-,* D

)7.04' ./4< '*3 */' ./ ,7* 3-6� (/9 5+-6,(./ .5 ,7* 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 C

� �� � ��� �����	������ ��� ���

�.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) 2 -'* .5 +(9(' 9+-(/) D ,7* (/G-+(-/6* .5 E*� ,./ �) *80-�

,(./) 3+*'(6,) ,7-, �-9/.4' �) )6-4(/9 () ,7* ./4< 3.))(14* 6./),(,0,(G* +*4-,(./ C

�7() () (/ ),-+� 6./,+-), ,. .,7*+ -2 .+37.0) )<),*2 ) �7*+* - 80-)(�),-,(6 +*9(2 *

() .5,*/ .1)*+G*' -/' ,7* ),+*)) ,*/).+ 1 *6.2 *) (/'*3 */'*/, .5 ,7* )7*-+ +-,* C

F/ .,7*+ -2 .+37.0) )<),*2 ) )067 -) 4.� �,*23*+-,0+* 2.4*604-+ 94-))*) D '*/)*

)0)3 */)(./) D -/' 5.-2 ) D 80-)(�),-,(6 1 *7-G(.+ 6.2*) -1 .0, 1 *6-0)* */*+9< '())(�

3-,(./ 7-) - 67-+-6,*+(),(6 ,(2 *)6-4* C & ) ,7* ),+-(/ +-,* () 4.�*+*' -, 6./),-/,

'*/)(,<D ,7* ),+-(/ +-,* *G*/,0-44< 1 *6.2*) 4.� 6.23-+*' ,. ,7* '())(3-,(./ +-,*

-/' ,7* 
.� +*-67*) - ),-,* �7*+* � (/*,(6 */*+9< 1 *6.2*) /*94(9(1 4* 6.23-+*' ,.

.,7*+ 5.+2 ) .5 */*+9<C F/ ,7() 6-)* D ,7* 2 -,*+(-4 
.� 3+.3 *+,(*) 1 *6.2 * (/'*3*/�

'*/, .5 ),+-(/ +-,* -/' ,7* '</-2 (6) */,*+ ,7* 80-)(�),-,(6 +*9(2 * C

�7* )(,0-,(./ () 80(,* '(�*+*/, 5.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) D ). 4./9 -) ,7*< 6-/ 1*

2.'*4*' -) 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) D 1 *6-0)* ,7* (/G-+(-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./)

-4�-<) 90-+-/,**) ,7-, ,7* +-,* .5 */*+9< '())(3-,(./ � (44 )6-4* � (,7 ,7* ),+-(/

I�



+-,* C �7*+*5.+* ,7* ,*+2 ) */,*+(/9 E*� ,./ �) *80-,(./) -4�-<) +*2 -(/ (/ ,7* )-2*

+-,(. D �7(67 () - 50/6,(./ .5 '*/)(,< ./4<C

�7* 80-)(�),-,(6 4(2 (, () ,70) 3-,7.4.9(6-4 5.+ 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) @ �7*/ ,7*

),+-(/ +-,* () )6-4*' '.�/ D ,7* )<),*2 () -4�-<) *�34.+(/9 ,7* )-2* ,+-� *6,.+(*) (/

37-)* )3-6* D 10, -, - )4.�*+ )3 **' C E*G*+,7*4*)) D -) �* 3 .(/,*' .0, *-+4(*+ D 80-)(�

),-,(6 
.� 7-) 1 **/ .1)*+G*' (/ 9+-/04-+ 2 *'(- *)** � (90+* � C�+ C �7() (234(*)

,7-, ,7* 9+-(/ ),(�/*)) 20), 34-< -/ (23.+,-/, +.4* -1.G* - 6+(,(6-4 '*/)(,<D -)

7-) 1 **/ G*+(�*' (/ 3+*G(.0) )(204-,(./) ���� C

�7* -+902 */,) 3+*)*/,*' -1.G* )7.� ,7-, �-9/.4' �) )6-4(/9 () - '(+*6, 6./�

)*80*/6* .5 (/,*+-6,(./) 1 *,�**/ 3*+5*6,4< +(9(' 9+-(/) C �7*+*5.+* ,7* (/*+,(-4

+*9(2 * .5 9+-/04-+ 
.� D �7*+* �-9/.4' �) )6-4(/9 () .1)*+G*' D 6-/ 1 * ),0'(*' 1<

-))02 (/9 ,7-, 9+-(/) -+* 3 *+5*6,4< +(9(' C F/ ,7* /*�, 67-3,*+ �* (/,+.'06* - /0�

2*+(6-4 -49.+(,72 ,7-, 2.'*4) 9+-/04-+ 
.� .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) -/' 2*-)0+*

,7* '*3 */'*/6* .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ -/' 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* ./ G-+(.0) 2 -,*+(-4

3-+-2*,*+) C

I$



������� �

��� ����� � � ��� ��� ���� � �
� ���� ��� ����� � ���

F/ ,7* 3+*G(.0) 67-3,*+ �* (/G*),(9-,*' )(234* 3+.3 *+,(*) .5 3 *+5*6,4< +(9('

9+-(/) -/' )7.�*' 7.� �-9/.4' �) )6-4(/9 () - '(+*6, +*)04, .5 ,7* 2 (6+.)6.3(6

'</-2 (6) (/ ,7*)* )<),*2 ) C & 4,7.097 �-9/.4' �) )6-4(/9 +*G*-4) ,7* '</-2 (6-4

'*3 */'*/6* .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ -/' 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* D ,7*)* 80-/,(,(*) -+*

-4). )*/)(,(G* ,. .,7*+ 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 D )067 -) ,7* 3-6� (/9

5+-6,(./ C F/ ,7() 67-3,*+ �* (/,+.'06* -/ -49.+(,72 ,7-, �* 0)* ,. )(204-,* 
.� )

.5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) -/' 3+*)*/, 2 -/< '(�*+*/, 2 -6+.)6.3(6 2 *-)0+*2 */,) .5

,7* +7*.4.9(6-4 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 
.� C

�* '. (/'**' .1)*+G* ,7-, �-9/.4' �) )6-4(/9 7.4') (/ -44 .5 ,7* )(204-,(./) ,7-,

�* 3 *+5.+2 C �* -4). .1)*+G* ),+./9 '*3 */'*/6* ./ ,7* '*/)(,< .5 ,7* 2 -,*+(-4 D

�7(67 () /., *�34-(/*' 1< �-9/.4' �) )6-4(/9 C & ) - 3+*40'* ,. ,7* (/,+.'06,(./

.5 ,7*.+(*) ,. '*)6+(1 * ,7() '*3 */'*/6* D �* '*2./),+-,* (/ ,7() 67-3,*+ ,7-, ,7*

IK



2-6+.)6.3(6 .1)*+G-14*) �* 2 *-)0+* -+* (/'*3 */'*/, .5 )7*-+(/9 9*.2 *,+< -/'

-+* 50/'-2*/,-4 3+.3 *+,(*) .5 104� 9+-/04-+ 
.� C

F/ .+'*+ ,. -''+*)) ,7*)* ())0*) D �* (2 34*2 */, /02*+(6-4 )(204-,(./) .5 9+-/�

04-+ 2 -,*+(-4) (/ ,�. '(�*+*/, 9*.2*,+(*) @

� �* (234*2 */, )(2 34* )7*-+ 
.� (/ - 6*44 � (,7 >**)��'�-+') *>� + 1.0/'-+<

6./'(,(./) C F/ ,7() 6./�90+-,(./ D ,7* '*/)(,< -/' ,7* )7*-+ +-,* () 3+*)6+(1 *'

-/' ,7* )(204-,(./ 6*44 () D 1< 6./),+06,(./ D ,+-/)4-,(./-44< (/G-+(-/, C �7()

9+-/,) '(+*6, -66*)) ,. -G*+-9*' 80-/,(,(*) .5 ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -/'

),+*)) ,*/).+ C � )(/9 ,7() 6./�90+-,(./ �* 6-/ 67-+-6,*+(�* ,7* ),*-'< ),-,*

+*4-,(./ 1*,�**/ ),+*))*) D 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -/' )7*-+�+-,* -/' *� ,+-6,

/02*+(6-44< ,7* 3-+-2*,*+) .5 - 6./),(,0,(G* 4-� 5.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) C &

)6+**/)7., .5 ,7() )7*-+(/9 9*.2*,+< () )7.�/ (/ � (90+* � C� C

� �* (234*2 */, 9+-/04-+ 
.� '.�/ -/ (/64(/*' 34-/* 2 -'* .5 ),-,(./-+<

9+-(/) C �7* )(204-,(./ 6*44 () 3 *+(.'(6 (/ ,7* '(+*6,(./ *� + 3-+-44*4 ,. ,7*

34-/* -/' ,7* 
.� () (/7.2.9*/*.0) (/ ,7* 3 *+3 */'(604-+ *� + '(+*6,(./ C F/

,7() 6./�90+-,(./ D ,7* ),+*))*) -+* 3+*)6+(1 *' 1< ,7* -/94* .5 ,7* (/64(/* C �*

3 *+5.+2 � �-G*+-9*' D � �'*3*/'*/, 2 *-)0+*2 */,) .5 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* D

G*4. 6(,< 3+.� 4*) D ),+*)) ,*/).+ D -/' )7*-+�+-,* C >-+9* 7*(97,) .5 ,7* 9+-/04-+

4-<*+ 9+-/, -66*)) ,. ,7* 104� +7*.4.9< .5 ,7* 
.� C �7() 3 *+2 (,) 0) ,. 67*6�

I#



,7* *� (),*/6* .5 - �*44�'*�/* 104� +7*.4.9< (/ ,7* 4-+9* 7*(97, 4(2 (, D -/'

,. 6.23-+* (, � (,7 ,7* 2 *-)0+*2 */,) (/ )(234* )7*-+ C & 3(6,0+* .5 ,7()

)7*-+(/9 9*.2*,+< () )7.�/ (/ � (90+* � C# C

F/ .+'*+ ,. 2 -�* - 80-/,(,-,(G* 6.23-+()./ (/ ,7* ,�. 9*.2 *,+(*) D �* 0)* ,7*

)-2 * 2-,*+(-4 ,7+.097.0, @ - ,�.�'(2 */)(./-4 3.4<'()3 *+)* 6.44*6,(./ .5 6./),-/,

'*/)(,< 9+-(/) � (,7 '(-2 *,*+) 67.)*/ +-/'.2 4< 5+.2 - 
-, '(),+(10,(./ � (,7 2 (/�

(202 -/' 2 -� (202 '(-2*,*+) 9(G*/ 1< � � � D �7*+* � � � �� -/' � � J �IK� C
�7* 3.4<'()3 *+)(,< +*),+(6,) ,7* 2 -,*+(-4 5+.2 6+<),-44(� (/9 -/' (2 (,-,*) /-,0+-4

9+-/04-+ 
.� ) �7*+* - )2 -44 -2 .0/, .5 3.4<'()3 *+)(,< () -4�-<) 3+*)*/, C

�7* 2 -(/ 6./640)(./ .5 ,7() 67-3,*+ () ,7-, ,7*+* () - 0/(80* 104� +7*.4.9<D 5-+

5+.2 1.0/'-+(*) D ,7-, 6-/ 1* 2.'*4*' 0)(/9 ./4< ,7* 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 9+-/04-+

3-6� (/9 *)** � (90+* � C�J+ C

� �� ��� 

����� ����� ��� � ��
	����

�. )(204-,* 9+-/04-+ 
.� D �* 0)* ,7* ?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72 �$� D KJ D

K � D KI D K) D K� � C �7() () - 6.234*,*4< -,7*+2 -4 -/' '</-2 (6-4 -49.+(,72 D �7*+*

,7* 3.)(,(./ -/' G*4. 6(,< .5 *-67 9+-(/ () +*6.+'*' -/' 03'-,*' 0)(/9 E*� ,./ �)

*80-,(./) C

I%



�7* ?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72 �-) '*G ()*' ,. ,+*-, ,7* '</-2 (6) .5 6.4�

4*6,(./) .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) -/' 6-/ (/640'* ,7* *� *6,) .5 5+(6,(./ 1 *,�**/

9+-(/) C �7* 3.)(,(./ -/' G*4. 6(,< .5 *-67 9+-(/ () 6-4604-,*' 1< /02 *+(6-44< (/,*�

9+-,(/9 E*� ,./ �) *80-,(./) 0)(/9 - 6./),-/, ,(2 * ),*3 
� (/ - �*+4*, ,(2 * ),*33(/9

-49.+(,72 C F/ .+'*+ ,. 6-++< .0, ,7() 3+.6*)) D ,7* ?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72

3+.G('*) - 2 *,7.' 5.+ '*,*+2 (/(/9 ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ (/,*+-6,(/9 9+-(/) -, *-67

,(2 * ),*3 C � 7*+*-) .,7*+ )(204-,(./ 2 *,7.') 0)*' 5.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) �K) D �%�

'*,*+2 (/* 6./,-6, 5.+6*) 1-)*' ./ -))02 *' 37<)(6-4 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 9+-(/) D ,7*

?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72 '*,*+2 (/*) ,7* 5.+6*) 1-)*' ./ 37<)(6-4 6./),+-(/,)

(/ ,7* +(9(' 9+-(/ 4(2 (, C

�.+ '+< 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) D 6./,-6, 5.+6*) -+()* '0* ,. '*5.+2 -,(./ .5 ,7* 9+-(/)

03./ 6./,-6, -/' 5+(6,(./ 1*,�**/ 9+-(/) C F5 �* 0)* �	 �� ,. '*/.,* ,7* 0/(, G*6,.+

6.//*6,(/9 ,7* 6*/,*+) .5 ,�. 6./,-6,(/9 9+-(/) 4-1 *4*' � -/' � D ,7*/ ,7* '*5.+2 -�

,(./ 3+.'06*) - /.+2 -4 5.+6* (/ ,7* '(+*6,(./ .5 �	 �� -/' ,7* (/,*+34-< .5 5+(6,(./

-/' '*5.+2 -,(./ 3+.'06*) - ,-/9*/,(-4 5.+ 6* 3 *+3 */'(604-+ ,. �	 �� C �7*)* 6./�

,-6, 5.+6*) -+* '())(3-,(G* -/' '*3 */' )*/)(,(G*4< ./ ,7* G*4. 6(,(*) .5 ,7* 6.44('(/9

9+-(/) �K$� C F/ ,7* 6-)* .5 3 *+5*6,4< +(9(' 9+-(/) D ,7*)* 37<)(6-4 2 *67-/()2 ) 6-/ 1*

)(204-,*' 1< )(234< 3+.G('(/9 6./),+-(/,) ./ ,7* +*4-,(G* G*4. 6(,(*) .5 6./,-6,(/9

9+-(/) C

I�



�7* ?: -49.+(,72 '*,*+2 (/*) ,7* 5.+6*) -+()(/9 5+.2 9+-(/ '*5.+2 -,(./ 1<

-))02 (/9 ,7-, 9+-(/) -+* (/�/(,*4< +(9(' -/' )*,,(/9 6./),+-(/,) ./ ,7* ,.,-4 */*+9<

'())(3-,*' (/ *-67 6./,-6, C F5 ,�. 9+-(/) -+* (/ 6./,-6, -/' 7-G* - +*4-,(G* G*4. 6(,<

'*/.,*' 1< 	 �
�� D ,7*/ ,7* -49.+(,72 '*,*+2 (/*) - 6./,-6, 5.+6* )067 ,7-, ,7*

+*4-,(G* G*4. 6(,< (/ ,7* /*�, ,(2 * ),*3 	 �� () 9(G*/ 1<

	 ��
�

�	 �� � ��	 �
��

�

�	 �� , 	 �� � �	 �� � ��	 �
�� � �	 �� � *� C�+

F/ ,7() �-<D ,7* +*4-,(G* G*4. 6(,(*) -+* -4,*+*' 1< +*),(,0,(./ 6. *� 6(*/,) (/ ,7*

/.+2 -4 '(+*6,(./ *�+ -/' ,-/9*/,(-4 ' (+*6,(./ *�� + C �+(6,(./ () (/640'*' 1< -44.� (/9

,7* 9+-(/) ,. 7-G* - 6. *� 6(*/, .5 5+(6,(./ � C F5 ,7* +-,(. .5 ,7* ,-/9*/,(-4 ,. ,7*

/.+2 -4 5.+6* *�6**') � D ,7*/ ,7* 9+-(/) -+* -44.�*' ,. )4(3 � (,7 - ,-/9*/,(-4 5.+6*

*80-4 ,. � ,(2 *) ,7* /.+2 -4 5.+6* C � )(/9 ,7*)* '</-2 (6-4 6./),+-(/,) -+()(/9 5+.2

*/*+9< '())(3-,(./ -/' 5+(6,(./ D 6./,-6, 5.+6*) 6-/ 1* '*,*+2 (/*' -, *-67 ,(2 *

),*3 C

F, () (23.+,-/, ,. 3.(/, .0, ./* (23.+,-/, 67-+-6,*+(),(6 .5 ,7* ?./,-6, :<�

/-2 (6) -49.+(,72 @ )(/6* - 6./),-/, ,(2 * ),*3 
� () *234.<*' ,. (/,*9+-,* E*� ,./ �)

*80-,(./) D 2 .+* ,7-/ ./* 6./,-6, 6-/ . 660+ (/ *-67 ,(2 * ),*3 C F/ ,7() 6-)* D (, ()

-))02*' ,7-, -44 .5 ,7* 6./,-6,) . 660+ )(204,-/*.0)4< -/' ,7* '</-2 (6-4 +04*) (/

�80-,(./ *� C�+ D -4./9 � (,7 ,7* 5+(6,(./-4 6./),+-(/, D -+* -334(*' ,. *-67 6./,-6, C

)J



�7() 3+.'06*) - )*, .5 -49*1+-(6 *80-,(./) ,7-, 2 (97, 1 * 6.034*' )(/6* - )(/94*

9+-(/ 6.04' 7-G* 2 .+* ,7-/ ./* 6./,-6, C �7*+*5.+* D ,7* G-40* .5 - )3 *6(�6 6./,-6,

5.+6* '*3 */') /., ./4< ./ 3+.3 *+,(*) .5 ,7* 3-(+ .5 6./,-6,(/9 9+-(/) D 10, -4).

./ ,7* 3+.3 *+,(*) .5 .,7*+ 9+-(/) (/ ,7* 6.//*6,*' 640),*+ C ;7<)(6-44<D ,7 () 6.++*�

)3./') ,. ,7* *�*6,) .5 6./,-6, 5.+6*) 3+.3-9-,(/9 ,7+.097 - /*,�.+� .5 9+-(/)

2067 5-),*+ ,7-/ 6./,-6,) -+* 6+*-,*' -/'".+ '*),+.<*' C �7* ?: -49.+(,72 *� �

34.+*) ,7* 4(2 (, .5 (/�/(,*4< +(9(' 9+-(/) 1< -))02 (/9 ,7-, ,7() 3+.3-9-,(./ . 660+)

(/),-/,-/*.0)4<C

�7() 3+.3 *+,< .5 204,(34* 6.44()(./) () - G*+< (23.+,-/, -)3 *6, .5 9+-/04-+ 
.�

(/ ,7* +(9(' 9+-(/ 4(2 (, C F/ ,7* -1)*/6* .5 )067 -/ (/,*+-6,(./ D �7*/ ./4< 1(/-+<

6.44()(./) -+* -'2 (,,*' D -/ (/*4-),(6 6.44-3)* () .1)*+G*' �7*+* -/ (/�/(,* /021*+

.5 6.44()(./) . 660+) (/ - �/(,* -2.0/, .5 ,(2 * �KK D K# D K%� C �7() )*G*+*4< +*),+(6,)

,7* +*9(2 * .5 +(9(' 9+-(/ 
.� ) -,,-(/-14* ,7+.097 )(204-,(./ 0/4*)) 204,(�9+-(/

(/,*+-6,(./) -+* -44.�*' D -) ,7*< -+* (/ ,7* ?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72 C

� �� ���� �� ����	 � �
�

�* (2 34*2 */, )(234* )7*-+ 
.� 0)(/9 >**)��'�-+') *>� + 1.0/'-+< 6./'(,(./)

-4./9 � (,7 ,7* H>>�: *80-,(./) .5 2.,(./ C F/ ,7() 6./�90+-,(./ D '*/)(,< -/'

)7*-+ +-,* -+* 3+*)6+(1 *' -/' .,7*+ .1)*+G-14*) -+* 2 *-)0+*' C �< G (+,0* .5 ,7*

) �



� �#��� � �� � H6+**/)7., .5 - )(204-,(./ (/ ,7* )(234* )7*-+ 6./�90+-,(./ C �-67
9+-(/ 7-) -/ -G*+-9* G*4. 6(,< (/ ,7* � �'(+*6,(./ 9(G*/ 1< �� � D �7*+* �� () ,7* ),+-(/
+-,* C �7* 6*/,*+ .5 ,7* 6*44 () '*�/*' -) � � � � J C

>� 1.0/'-+< 6./'(,(./) D ,7* )(204-,(./ 6*44 () ,+-/)4-,(./-44< (/G-+(-/, C � )(/9

,7() 6./�90+-,(./ �* 6-/ 67-+-6,*+(�* ,7* ),*-'< ),-,* +*4-,(./ 1*,�**/ ),+*))*) D

9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -/' ),+-(/�+-,* -/' *�,+-6, /02*+(6-44< ,7* 3-+-2 *,*+) .5

- 6./),(,0,(G* 4-� 5.+ 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) C & )6+**/)7., .5 ,7() )7*-+(/9 9*.2*,+<

() )7.�/ (/ � (90+* � C� C

� �� �� � ����	
�� 	
 ��
�	��

�7* )(2 34* )7*-+ )(204-,(./) -+* 3 *+5.+2 *' 0)(/9 >**)��'�-+') *>� + 1.0/'�

-+< 6./'(,(./) D �7(67 -44.� 5.+ ,7* )7*-+ '*5.+2 -,(./ .5 - )<),*2 1< 6./,+.44(/9

)I



,7* 3.)(,(./) .5 ,7* (2 -9* 6*44) �K�� C F/ -44 .5 ,7* )(234* )7*-+ )(204-,(./) �*

3 *+5.+2 D �* (2 3.)* - 6./),-/, ),+-(/ +-,* �� ). ,7-, - 9+-(/ -, 3 .)(,(./ � () 9(G*/

-/ -G*+-9* G*4. 6(,< .5 �� � (/ ,7* � �'(+*6,(./ C �7() +*80(+*) ,7-, ,7* (2 -9* 6*44)

1 * 2.G(/9 -, - G*4. 6(,< �� � D �7*+* � () ,7* 6*/,*+ G*+,(6-4 6.23./*/, .5 ,7* 6*44

3 .)(,(./ C :0* ,. ,7() 6./),+-(/, D - 9+-(/ ,7-, *� (,) ,7* ,.3 *1.,,.2 + .5 ,7* 6.230�

,-,(./ 6*44 +*�*/,*+) -, ,7* 1.,,.2 *,.3 + � (,7 - '(�*+*/, G*4. 6(,< -/' 3.)(,(./ (/

,7* � �'(+*6,(./ , - 9+-(/ ,7-, *� (,) ,7* 6.230,-,(./ 6*44 (/ ,7* � �'(+*6,(./ )(2 34<

+*�*/,*+) � (,7 ,7* )-2 * G*4. 6(,< -/' 3.)(,(./ D ./ ,7* .33.)(,* )('* C

F, �-) '*2 ./),+-,*' (/ *-+4< (2 34*2 */,-,(./) .5 >� 1.0/'-+< 6./'(,(./) ,7-,

�7*/ '*5.+2 -,(./ () -334(*' ,7+.097 ,7* (2 -9* 6*44) D ,7* (/5.+2 -,(./ /**') ,(2 *

,. 3+.3-9-,* 5+.2 ,7* 6*44 1 .0/'-+(*) ,. (,) 6*/,*+ C F/ .+'*+ ,. */)0+* 5-), 3+.3-�

9-,(./ .5 ,7() (/5.+2 -,(./ -/' 3+*G*/, ,7* 6*44 1 .0/'-+(*) 5+.2 2-� (/9 0/37<)(6-4

6./,+(10,(./) ,. ,7* 2 .,(./ D (, () /*6*))-+< ,. 2 .'(5< E*� ,./ �) *80-,(./) 1< (/�

,+.'06(/9 ).�6-44*' H>>�: ,*+2 ) C �7*)* ,*+2 ) 6-/ 1* 0/'*+),..' -) - �)7*-+

1-,7� D � (,7 -44 3-+,(64*) (/ ,7* 6*44 1 *(/9 '(+*6,4< 6.034*' ,. ,7* .G*+-44 '*5.+2 -�

,(./ �#J� C F/ 3+-6,(6* D ,7* H>>�: ,*+2 ) (/,+.'06* - 3*+,0+1-,(./ ,. ,7* *80-,(./)

.5 2.,(./ ,7-, 9(G*) *-67 9+-(/ -/ -G*+-9* G*4. 6(,< 6./)(),*/, � (,7 )(2 34* )7*-+


.� C F5 �* )*3-+-,* ,7* 2.2*/,02 � � .5 *-67 9+-(/ � (/,. ,7* -G*+-9* 3-+,
�
� �� � � ��

-/' 
06,0-,(/9 3-+, �� � D ). ,7-, � � �
�
� �� � � �� 	 �� � D ,7*/ ,7* H>>�: *80-,(./)

))



+*-' @

� �
� �

�� �

�
� 	 �� �� *� �

�

�
� + � 
 �� �
� � �� � �� � �� �� *�� �

�

�
� + � *� CI+

�7* *80-,(./ 5.+ ,7* 3.)(,(./ � � +*)04,) 5+.2 � +(,(/9 ,7* 2 .2 */,02 (/ ,*+2 )

.5 -/ -G*+-9* -/' 
06,0-,(/9 3-+, C �7* *80-,(./ 5.+ �� � 6./,-(/) - /*� ,*+2

�� �� *�� �
�

�
� + �7(67 5.+6*) ,7* )7*-+ 
.� C H(/6* *G*+< 9+-(/ (/ ,7* 6.230,-,(./ 6*44 ()

-6,*' 03./ 1< ,7() 2 *67-/(6-4 5.+6* D ,7* 6./),-/, ),+-(/ +-,* () (23.)*' ./ -44 .5

,7* 9+-(/) )(204,-/*.0)4< -, ,7* 1 *9(//(/9 .5 ,7* )(204-,(./ C �7() 6-/ 1* *-)(4<

-33+*6(-,*' 1< � +(,(/9 ,7* *80-,(./) .5 2.,(./ *� CI+ (/ ,*+2 ) .5 �0), ,7* 3.)(,(./ C

�7() < (*4')

�� �
�� �

�

�
� �� � �� 	 �� 
 ��
� *� �

�

�
� + � *� C)+

�* )** ,7-, E*� ,./ �) *80-,(./ .5 2 .,(./ () ./4< -4,*+*' 1< (/640'(/9 - ,*+2

� (,7 ,7* ,(2 * '*+(G-,(G* .5 ,7* )7*-+ +-,* C � *6-0)* �* � (44 ./4< 6./)('*+ )(234*

)7*-+ 
.� )(204-,(./) � (,7 - 6./),-/, )7*-+ +-,* D ,7* /*� ,*+2 � (44 1 * /./��*+.

�0), -, ,7* 1 *9(//(/9 .5 ,7* )(204-,(./ C &, ,7() ,(2 * (, � (44 )*+G* ,. )*, ,7* (/ (,(-4

G*4. 6(,(*) .5 ,7* 9+-(/) )067 ,7-, � � �
�
� �� � � �� C & 5,*+ ,7() (/ (,(-4 (/,+0)(./ D ,7* /*�

,*+2 � (44 -4�-<) 1 * �*+. -/' ,7* )7*-+ 
.� � (44 1 * 037*4' 1< ,7* >� 1.0/'-+<

6./'(,(./) C �0+,7*+2.+* (, 6-/ 1 * 3+.G*/ ,7-, D (/ ,7* >� 9*.2 *,+<D ,7* H>>�:

*80-,(./) 9(G* -/ *�-6, +*3+*)*/,-,(./ .5 )(234* )7*-+ 
.� -+1(,+-+(4< 5-+ 5+.2

*80(4(1+(02 ��I D #J� C

)�



�.+ - 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 � (,7 /./��*+. 5+(6,(./ 6.*� 6(*/, � D ,7* *80-,(./) .5

2.,(./) 20), -4). (/6.+3.+-,* +.,-,(./) .5 ,7* 9+-(/) *5.+ � � J ,7* ,-/9*/,(-4

6./,-6, 5.+6* () -4�-<) �*+. -/' ,7*+* () /. +.,-,(./ + C F, () *�3*6,*' ,7-, - H>>�:

,*+2 )7.04' -+()* (/ ,7* *80-,(./) .5 2 .,(./ 5.+ ,7* -/904-+ G*4. 6(,< )(/6* D (/ ,7*

4(/*-+ G*4. 6(,< 3+.� 4* (/'(6-,(G* .5 )(2 34* )7*-+ 
.� D ,7* ,.3 -/' 1.,,.2 .5 *G*+<

9+-(/ )7.04' 2.G* � (,7 )4(97,4< '(� *+*/, G*4. 6(,(*) C �7() � (44 9 (G* *-67 9+-(/ -/

-G*+-9* +.,-,(./ .5 �� �I �7(67 20), 1 * (/6.+3.+-,*' (/ �80-,(./ *) CI+ �0), -) ,7*

-G*+-9* G*4. 6(,< �� �� *� �
�

�
� + �-) (/6.+3.+-,*' (/ �80-,(./ *� CI+ C �7() 4*-') ,. ,7*

5.44.� (/9 *80-,(./) (/ ,�. '(2 */)(./) @


� �
� � �� � 	 ��
I �


 �� �
� �
�
� � �� �

� �	 �� � � �� � *� C�+

�7*+* �� � '*/.,*) ,7* 
06,0-,(/9 3-+, .5 ,7* -/904-+ G*4. 6(,<C �80-,(./) *� CI+ -/'

*� C� + /.� 9(G* -/ *�-6, +*3+*)*/,-,(./ .5 )(234* )7*-+ 
.� 5.+ - 5+(6,(./-4 9+-/04-+

2 -,*+(-4 -+1(,+-+(4< 5-+ 5+.2 *80(4(1+(02 C

�7* 3+(2 -+< (/,*+*), .5 ,7() 3+. 6*'0+* () ,7-, (, 3 *+2 (,) 0) ,. )(204-,* -

)7*-+*' 9+-/04-+ 2 -,*+(-4 � (,7 - 7.2.9*/*.0) )7*-+ +-,* C ��3*+(2 */,-4 3+.6*�

'0+*) D ��� � (/ - ?.0*,,* 6*44 D '. /., 90-+-/,** ,7-, ,7* ),+-(/ +-,* () 7.2.9*/*.0) @

,7* *� (),*/6* .5 �-44) (/'06* - /./�0/(5.+2 (,< .5 ,7* 
.� -/' 3.))(1 4< 4. 6-4(�-�

,(./ .5 ,7* '*5.+2 -,(./ C �7() 3+.,. 6.4 9+-/,) '(+*6, -66*)) ,. ,7* +7*.4.9< .5 ,7*

)$



9+-/04-+ 2 -,*+(-4 (/ - )*45�-G*+-9(/9 )(,0-,(./ C �7() () - ),-+,(/9 3.(/, ,. ,7*

0/'*+),-/'(/9 .5 2 .+* 6.234(6-,*' 
.� ) C

� �� �� �� �� � ������� ��
�

� *+* �* -+* (/,*+*),*' (/ 104� 2-6+.)6.3(6 3+.3 *+,(*) .5 9+-/04-+ 
.� ) C F/

3-+,(604-+ �* � (44 6./6*/,+-,* ./ ,7* ),+*)) ,*/).+ -/' 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* D

�7(67 '*3*/' )*/)(,(G*4< ./ 1.,7 ,7* '</-2 (6) .5 (/'(G ('0-4 9+-(/) -/' ,7* 6./,-6,

5.+6*) 1 *,�**/ (/,*+-6,(/9 9+-(/) C

�7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* � () 2 *-)0+*' -) -/ -G*+-9* .G*+ -44 9+-(/) .5 ,7*


06,0-,(/9 3-+, .5 ,7* G*4. 6(,<C B.+* 3+*6()*4< �* 7-G*

� � � �
�
*	 � � � +� 	 �

I �
�
*
�
�� � �

�
�� +� � *� C$+

�7*+* � () ,7* ,.,-4 /021*+ .5 9+-(/) D � () ,7* -G*+-9* G*4. 6(,< -/' � () ,7*

-G*+-9* -/904-+ G*4. 6(,<C �7() '*�/(,(./ ,-�*) (/,. -66.0/, 1 .,7 ,7* +.,-,(./-4

-/' ,+-/)4-,(./-4 3-+,) .5 ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* C

� *6-0)* �* -+* ./4< (/,*+*),*' (/ 104� 3+.3 *+,(*) D ,7* ),+*)) ,*/).+ 5+.2 �80-�

,(./ *I C#+ 6-/ 1* )(2 34(�*' 0)(/9 � � � � � D �7*+* � () ,7* ,.,-4 -+*- .5 ,7*

)K



,�.�'(2 */)(./-4 6.230,-,(./ 6*44 C �7() < (*4')


��� � ��
��	 �

� *� �� � �� + *� �� � �� + 	 �
I � ���� �� ��	 �

��� � ��� � *� CK+

� (,7 � �� +*3+*)*/,(/9 ,7* 6./,-6, 5.+6*) D -/' 	 �� � � � � �� C �7* � +), )02 +0/)

.G*+ -44 9+-(/) � -/' ,7* )*6./' )02 +0/) .G*+ -44 6./,-6,) 1 *,�**/ 9+-(/) C

�7* )<22*,+(6 ),+*)) ,*/).+ 7-) ,7+** (/'*3 */'*/, )6-4-+ G-40*) (/ ,�. '(�

2*/)(./) C �* � (44 -4�-<) *�3+*)) ,7* ),+*)) ,*/).+ (/ ,*+2 ) .5 ,7* 3+*))0+*

� � *


 	 
 �� +�I D ,7* )7*-+ ),+*)) � � 

� � 
 �
 D -/' ,7* �+), /.+2 -4 ),+*)) '(5�

5*+*/6* � � � *


 �
 �� +�I� C ;+*G(.0) +*)*-+67 �#� D I#� 7-) )7.�/ ,7-, � � � �J�� C
�* � (44 ,7*+*5.+* (9/.+* ,7() 6.23./*/, .5 ,7* ),+*)) ,*/).+ -/' 6./6*/,+-,* ./

,7* 3+*))0+* -/' )7*-+ ),+*)) D �7(67 9(G* ,7* 4-+9*), 6./,+(10,(./ C

�* 1 *9(/ 1< '*2./),+-,(/9 ,7-, �-9/.4' �) )6-4(/9 D �7(67 �* 7-G* -+90*'

)7.04' 7.4' *�-6,4< 5.+ 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/ 
.� ) D () 037*4' (/ .0+ )(234* )7*-+

)(204-,(./) C F/ � (90+* � CI �* )7.� +-� '-,- .5 ,7* /.+2 -4(�*' 3+*))0+* � �� �� -)

50/6,(./ .5 )7*-+ ),+-(/ *),+-(/ +-,* 204,(3 4(*' 1< ,(2 *+ D -, - 3-6� (/9 5+-6,(./ .5

J �% � (,7 /. 5+(6,(./ -/' -, ,�. '(�*+*/, G-40*) .5 ,7* )7*-+ +-,* C

& 66.+'(/9 ,. ,7* (/G-+(-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./) D �7(67 3+*'(6,) �-9/.4' �)

)6-4(/9 D � �� �� )7.04' 1 * (/'*3 */'*/, .5 �� D -/' ,7() 1 *7-G (.+ () 6./�+2 *' 1< ,7*

2*-)0+*2 */,) (/ � (90+* � CI C & 4,7.097 ,7* )7*-+ +-,*) (/ ,7* 34.,) '(� *+ 1< -

)#



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

100

200

300

shear strain

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

100

200

300

shear strain

�
��
�
�

�
��
�
�

����	

�

����	
�

� �#��� � �( � & -� '-,- .5 ,7* 3+*))0+* � *(/ -+1(,+-+< 0/(,)+ -) - 50/6,(./ .5 ,.,-4
)7*-+ 5.+ ,�. 5+(6,(./4*)) 9+-/04-+ 2 -,*+(-4) � (,7 3-6� (/9 5+-6,(./ J C% C :-,- 5+.2
)(204-,(./) � (,7 '(�*+*/, )7*-+ +-,*) �� -+* )7.�/ C �7* ,.3 34., 6.++*)3./') ,.
�� � �J�� -/' ,7* 1 .,,.2 ,. �� � �J� C �7* 3+*))0+* () /.+2 -4(�*' 1< �� � �7(67
6.44-3)*) ,7* ,�. '-,- )*,) ./ ,. ./* 2-),*+ 60+G* *( C* C � (,7 ,7() +*)6-4(/9 ,7*
,.3 -/' 1.,,.2 ,+-6*) -33*-+ *))*/,(-44< ('*/,(6-4 D 03 ,. /02 *+(6-4 /.()*+ D -)
3+*'(6,*' 1< ,7* (/G-+(-/6* 5.+ 7-+' 9+-(/ )<),*2 ) C

5-6,.+ .5 �J� D ,7* /.+2 -4(�*' 3+*))0+* () G (+,0-44< ('*/,(6-4 5.+ 1.,7 )<),*2 ) C F/�

,*+*),(/94<D /., ./4< '. ,7* ),*-'< ),-,* G-40*) )7.� /. )7*-+ +-,* '*3 */'*/6* D

10, ,7* (/ (,(-4 ,+-/)(*/, () G (+,0-44< ('*/,(6-4 5.+ 1.,7 G-40*) .5 �� C

�7* (/G-+(-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./) -4). 3+*'(6,) ,7-, � �� �� -/' � �� �� -+*

(/'*3 */'*/, .5 �� C �.+ -44 .5 ,7* )(204-,(./) �* 7-G* 6-++(*' .0, ,7*)* 3+*'(6,(./)

5+.2 ,7* (/G-+(-/6* -+* 037*4' @ -4,7.097 /02*+(6-4 /.()* .5,*/ '()+03,) ,7* 3 *+�

5*6, (/G-+(-/6* 5.+ 4-+9* G-40*) .5 )7*-+ ),+-(/ D �* )** /. 67-/9* (/ ,7* ),*-'< ),-,*

G-40*) .5 /.+2 -4(�*' 3+*))0+* D )7*-+ ),+*)) D .+ 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -) ,7* )7*-+

+-,* () G-+(*' -, 6./),-/, '*/)(,<C �7*)* +*)04,) -+* /., )0+3+()(/9� ,7* ?./,-6,

:</-2 (6) -49.+(,72 () - 2*,7.' ,. )(204-,* 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/) -/' ,7* (/G-+(�

)%



-/6* (/ E*� ,./ �) *80-,(./) ./4< 7.4') 5.+ 3 *+5*6,4< 7-+' 9+-(/)� 10, ,7*< .� *+

-))0+-/6* ,7-, ,7* )(204-,(./) -+* -660+-,* C

�7* '-,- (/ � (90+* � CI -4). */)0+*) 0) ,7-, ,7* ,(2 * ),*3 �* 0)* () )2 -44 */.097 C

�+.2 -/ -49.+(,72 (6 ),-/'3.(/, D )6-4(/9 ,7* ),+-(/ +-,* -2 .0/,) ,. - 67-/9* ()

,7* ,(2 * ),*3 C �7* 9..' )6-4(/9 .5 ,7() '-,- */)0+*) ,7-, .0+ -49.+(,72 ).4G*)

,7* *80-,(./) .5 7-+'�9+-(/) (/ - 4(2 (, �7*+* ,7* ,(2 * ),*3 1*6.2 *) (++*4*G-/, C F,

(/'(6-,*) ,7-, ,7* /021*+ .5 6./,-6,) 3 *+ 9+-(/ (/ .0+ )(204-,(./ () /., )(234< -/

-+,(5-6, .5 ,7* �/(,* +*).40,(./ .5 ,7* ?./,-6, :</-2 (6) 2 *,7.') C

�.+ - 9+-/04-+ )(234* )7*-+ 
.� 67-+-6,*+(�*' 1< (,) 3+*))0+* � D )7*-+ ),+*)) � D
,*23*+-,0+* � D -/' ),+-(/ +-,* �� D �* 6-/ 6./),+06, ,7+** (/'*3 */'*/, (/G-+(-/,

-/' 0/(,4*)) 80-/,(,(*) @ ��� D �� ��
��
� D -/'

�
� �� ��

�� D �7*+* ��
� -/'

�
-+* ,7*

-G*+-9* 9+-(/ +-'(0) -/' 2-)) C F/ � (90+* � C) �* )7.� G-40*) .5 ,7*)* ,7+** (/'*�

3*/'*/, (/G-+(-/, 80-/,(,(*) -) - 50/6,(./ .5 )7*-+ ),+-(/ 5.+ - 5+(6,(./4*)) 9+-/04-+

2 -,*+(-4 -, 3-6� (/9 5+-6,(./ .5 J �% C �.+ -44 80-/,(,(*) D ),*-'< 
.� () +*-67*' 1< -

)7*-+ .5 -33+.� (2 -,*4< J �$ D -/' �* � (44 )01)*80*/,4< 3+.G('* ),-,(./-+< '-,- 1<

,(2 *�-G*+-9(/9 .0+ 2 *-)0+*2 */,) (/ ,7* ),*-'< 
.� +*9(2 * C �* /.,* 5+.2 � (9�

0+* � C) ,7-, ,7* G-40*) .5 ��� -/'
�

� �� ��
�� 
06,0-,* 2067 2.+* ,7-/ �� ��

��
� C

�7() () '0* ,. ,7* 5-6, ,7-, � -/' � '*3*/' ./ ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) D �7(67

-+* 7(974< 
06,0-,(/9 (/ ,7* 7-+' 9+-(/ 4(2 (, C

)�



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

shear strain

���

���
���
�	


	�
���
��

�
���� � �� � ��������� ��� ��� �� �!�"�  #$������� %&' (�!) * + ,- ./ 0&12 (� ���"�* +
��� 32 &' ./ 04 (5 !��!� *+ 67��� ./ 0 � �7� �����8� 8���� ����$ ��� 3 �7� �����8�
8���� � �  + � � 9$�:��!� !9  7���  ����� 9!� � 9��:��!�"�  8���$"�� � ������" ��
)�:;��8 9��:��!� < => ?

@7� ���� ���� �� A�8$�� B ?C ��� 7�87"D ��) ������ !� �7� ������" :!�E8$����!�

!9 8���� ��� 6� 6 �"" �!� 9! :$ !� �7��� ����"!)���� 7��� ? F��7�� 6� 6 �"" 9! :$ 

!� �7�  ����D  ���� ��"$� !9 � �:�! :!)�: �����5"� ? �� A�8$�� B ?B 6� )�� ��� �7�

 ����D  ���� ��"$� !9 ' ,- G4 &3 + % ,- G4 &3 + 2 ,- G4 & ./ 04 + ��� %&' ��  ��)"�  7��� 9!�

� ���8� !9 7�87 )�:;��8 9��:��!�  D ���  �7�� 6� 7���  �$���� + �� H��! 9��:��!� ?

I "�7!$87 �7��� � ��"�����"D "���"� :7��8� �� �7� � #$������� 9!�  � �"" )�:;��8

9��:��!� + 9!� )�:;��8 9��:��!� "��8�� �7�� < =JK �7��� � � "��8� ��:��� � �� �7�

��"$� !9 �7�  ���  � ��� 8���$"�� ���)����$�� ?

L!�7 �7�  7���  ���  ��� )��  $�� ���  ��� �! �����8� �� � E���� )�:;��8

9��:��!� �� A�8$�� B ?B ? @7� � 5 �:�$ � �7� 9��� �!"$�� ��� ��� 7� � �7� 8����

)�:;��8 ��:��� � ��� �7� 8�!����D !9 �7� )�:;��8 ��#$��� "��8��  ���  � �� !����

B<



0.2 0.4 0.6 0.8
10

−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

e=0, µ=0 

�������
�������

0.2 0.4 0.6 0.8
10

−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

e=0, µ=0 

�	
��
����

�
�

� �#��� � �� � ��$� � H,*-'< ),-,* G-40*) .5 � �� ���
�

-/' � �� �� �
�

�7*+*
�

() ,7*
-G*+-9* 9+-(/ 2 -)) , � �#�� H,*-'< ),-,* G-40*) .5 � �� ��� ��

�� -/' ��� �7*+* ��
�

() ,7* -G*+-9* 9+-(/ +-'(0) C �.,7 34.,) -+* 5.+ 9+-/04-+ 
.� ) � (,7 � � J -/' � � J
-) - 50/6,(./ .5 3-6� (/9 5+-6,(./ C

,. 2 -(/,-(/ - 6./),-/, )7*-+ +-,* C H(/6* ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -4). 1 *9(/) ,.

'(G*+9* -, 4-+9* 3-6� (/9 D - 6*/,+-4 80*),(./ () �7*,7*+ ,7* '(G*+9*/6* (/ ,7* ),+*))

,*/).+ () '0* ,. ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* .+ ,7* 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) C

�7* ),+*)) ,*/).+ () 6.23.)*' .5 ,�. 3-+,) D - � (/*,(6 *.+ ),+*-2 (/9 + 6./,+(�

10,(./ ,7-, -+()*) 5+.2 ,7* 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* -/' - ),-,(6 6./,+(10,(./ ,7-,

-+()*) 5+.2 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) C �-67 .5 ,7*)* 6.23./*/,) 6-/ 1 * )**/ (/ �80-�

,(./ *� C$+� ,7* � +), ,*+2 (/ ,7() *80-,(./ () ,7* ),+*-2 (/9 6./,+(10,(./ -/' ,7*

)*6./' () ,7* ),-,(6 6./,+(10,(./ C

& ) - )(234* ,*), .5 �7*,7*+ � (/*,(6 *� *6,) ./ ,7* ),+*)) ,*/).+ -+* 4-+9* D �*

6.23-+* ,7* � (/*,(6 3-+, .5 ,7* 3+*))0+* ,. ,7* ),-,(6 3-+, .5 ,7* 3+*))0+* C �.,7

,7* � (/*,(6 -/' ),-,(6 3+*))0+*) -+* 6.230,*' -) ./*�7-45 ,7* ,+-6* .5 ,7* ),+*))

� �



0.2 0.4 0.6 0.8
10

−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

e=0, µ=0 

��
�
�
�
�
�

� �#��� � �� � �7* ),-,(6 3+*))0+* �

 *6(+64*)+ -/' ,7* � (/*,(6 3+*))0+* � � *'(-2 ./')+

-) - 50/6,(./ .5 3-6� (/9 5+-6,(./ 5.+ � � J -/' � � J C �7* ),-,(6 3+*))0+* 1 *6.2 *)
,7* '.2 (/-/, 6./,+(10,(./ ,. ,7* 3+*))0+* 5.+ 4-+9* G-40*) .5 3-6� (/9 5+-6,(./ C

,*/).+ D 10, ,7* � (/*,(6 3+*))0+* � � () '*,*+2 (/*' 1< ,7* � +), ,*+2 (/ �80-,(./ *� CK+

�7*+*-) ,7* ),-,(6 3+*))0+* �

 () '*,*+2 (/*' 1< ,7* )*6./' ,*+2 C F/ � (90+* � C$ �*

34., 1 .,7 ,7* ),-,(6 -/' � (/*,(6 3-+, .5 ,7* 3+*))0+* 5.+ - 9+-/04-+ 
.� � (,7 � � J

-/' � � J C �* )** ,7-, ,7* ),-,(6 3-+, .5 ,7* 3+*))0+* 1 *6.2 *) 4-+9*+ ,7-/ ,7*

� (/*,(6 3-+, 5.+ � � J �� C �7() 2 *-/) ,7-, -, 4-+9* 3-6� (/9 5+-6,(./ D 2.2 */,02

,+-/)5*+ G (- ,7* ),+*)) ,*/).+ () '.2 (/-,*' 1< 6./,+(10,(./) -+()(/9 5+.2 (/,*+�

9+-(/ 5.+6*) C & 4,7.097 ,7* *�-6, 6+.)).G*+ G-40* .5 � '*3*/') ./ 1.,7 � -/' � D

� (90+* � C$ '*2./),+-,*) ,7-, -/ 0/'*+),-/'(/9 .5 (/,*+�9+-(/ 5.+6*) () /*6*))-+<

,. 3+*'(6, ,7* ),+*)) ,*/).+ (/ '*/)* 9+-/04-+ 
.� ) -/' ,. +*G*-4 ,7* .+(9(/ .5 ,7*

'(G*+9*/6* -, �/(,* 3-6� (/9 C

�. ,7() 3.(/, D -44 ,7* '-,- �* 7-G* 3+*)*/,*' 7-) 1 **/ 5.+ 5+(6,(./4*)) )<),*2 )

� (,7 +*),(,0,(./ � � J C �.+ .,7*+ G-40*) .5 � -/' � D ,7* '-,- -/' 6./640)(./) -+*

�I



80-4(,-,(G*4< ,7* )-2 * D -4,7.097 ,7*+* -+* ).2 * 80-/,(,-,(G* '(� *+*/6*) C �7() 6-/

1* -33+*6(-,*' *-)(4< 1< .1)*+G(/9 7.� ,7* 3+*))0+* '*3 */') ./ ,7* +*),(,0,(./

6.*� 6(*/, C F/ � (90+* � CK �* 34., ,7* ),-,(6 3-+, .5 ,7* 3+*))0+* *./*�7-45 ,7* ,+-6*

.5 ,7* ),-,(6 ),+*)) ,*/).+ 5+.2 �80-,(./ I C%+ -) - 50/6,(./ .5 3-6� (/9 5+-6,(./ D 5.+

2 -/< '(� *+*/, G-40*) .5 � � (,7 � � J C �.+ 4-+9* 3-6� (/9 5+-6,(./) ,7* 3+*))0+*)

1 *6.2 * (/'*3*/'*/, .5 � C �7() () '0* ,. ,7* 5-6, ,7-, D -, 7(97 3-6� (/9 5+-6,(./ D ,7*

'</-2 (6) () ).4*4< '*,*+2 (/*' 1< 9*.2 *,+(6 6./),+-(/,) -/' ,7* *�-6, -2.0/, .5

*/*+9< '())(3-,*' (/ *-67 6.44()(./ () /. 4./9*+ (23.+,-/, C &, 4.� G-40*) .5 3-6� (/9

5+-6,(./ ,7* '</-2 (6) 1 *6.2*) 4*)) 4(/�*' ,. 9*.2*,+(6 6./),+-(/,) -/' ,7*+* () -

4-+9* G-+(-/6* � (,7 � C & 4,7.097 �* '. /., )7.� (, 7*+* D -) � () (/6+*-)*' 5+.2

�*+. ,7* 4-+9* 3-6� (/9 5+-6,(./ 4(2 (, 60+G* 2.G*) )4(97,4<D 10, ,7* )-2 * 1*7-G(.+

() .1)*+G*' 5.+ '(� *+*/, G-40*) .5 � C

� �� ��� ���� � �
�

F/ -''(,(./ ,. )(2 34* )7*-+ 
.� D �* (234*2 */, 9+-/04-+ 
.� '.�/ -/ (/64(/*'

34-/* 2 -'* .5 ),-,(./-+< 9+-(/) C �7() 9*.2*,+< () 2.+* +*-4(),(6 ,7-/ ,7* )(234*

)7*-+ 6-)* -/' 7-) 1 **/ ,7* 5. 60) .5 2 -/< +*6*/, *�3*+(2 */,) �$K D #I D #) D #� D

)J D #$� -/' )(204-,(./) �$� D I$ D $$� C �.44.� (/9 3+*G(.0) )(204-,(./ ),0'(*) D .0+

)(204-,(./ 6*44 () 3 *+(.'(6 (/ ,7* '(+*6,(./ *� + 3-+-44*4 ,. ,7* 34-/* -/' ,7* 
.�

�)



0.2 0.4 0.6 0.8
10

−2

10
0

10
2

packing fraction

e=0
e=0.1
e=0.25
e=0.5
e=0.75
e=0.92

��
��
�
�
�
�

� �#��� � �� � H,-,(6 3+*))0+* D -+()(/9 5+.2 5.+6*) 1 *,�**/ 9+-(/) D -) - 50/6,(./ .5
3-6� (/9 5+-6,(./ 5.+ 2 -/< '(�*+*/, +*),(,0,(./ 6. *� 6(*/,) � C �* )** ,7-, -) ,7*
3-6� (/9 5+-6,(./ (/6+*-)*) D ,7* G-40* .5 �


 1*6.2 *) (/'*3 */'*/, .5 � C �7() '-,- ()
5.+ � � J D 10, )(2 (4-+ 1 *7-G(.+ () )**/ 5.+ '(� *+*/, G-40*) .5 � C

() (/7.2.9*/*.0) (/ ,7* 3 *+3 */'(604-+ *� + '(+*6,(./ C F/ ,7() 6./�90+-,(./ ,7*

),+*))*) -+* 3+*)6+(1 *' 1< ,7* -/94* .5 ,7* (/64(/* -/' �* 3 *+5.+2 � �-G*+-9*' D

� �'*3 */'*/, 2 *-)0+*2 */,) .5 9+-/04-+ ,*23*+-,0+* D G*4. 6(,< 3+.� 4*) -/' ),+-(/�

+-,* C >-+9* 7*(97,) .5 ,7* 9+-/04-+ 4-<*+ 9+-/, -66*)) ,. ,7* 104� +7*.4.9< .5 ,7*


.� D �7(67 3 *+2 (,) 0) ,. 67*6� ,7* *� (),*/6* .5 - �*44�'*�/*' 104� +7*.4.9< (/

,7* 4-+9* 7*(97, 4(2 (, D -/' ,. 6.23-+* (, � (,7 ,7* 2 *-)0+*2 */,) (/ )(2 34* )7*-+ C

& 3(6,0+* .5 ,7() )7*-+(/9 9*.2*,+< () )7.�/ (/ � (90+* � C# C

� �� �� � ����	
�� 	
 ��
�	��

F/ ,7() 9*.2 *,+<D ,7* ?./,-6, :</-2 (6) -49.+(,72 () 0)*' (/ 6./�0/6,(./ � (,7

- )*, .5 ),-,(6 9+-(/) C �7* ),-,(6 9+-(/) 2 -�* 03 ,7* ./* '(2 */)(./-4 (/64(/* �-44

��



�
���� � �� � ���) 7!� !9 � 8���$"�� � ������"  ��$"���!� �� �7� ��:"��� �!6 :!��
E8$����!� ? A ���� 8���� (����:���� 5D E""�� :��:"� * :����� �  ����!���D ��:"��� ��
��8"� � !� 67�:7 �7� �!6 ��8 8���� ��� �::$�$"���� ��� �""!6�� �! �!6 ? � �����D
����� �7� �!��!� ��� � ����:��� �����:�""D �!6�6��� ?

�7�� �"" !9 �7� �6! ��� �� �!��" �D��� �: 8���� �� � !� ��� + 67�"� �7�D �! ���� � ��

9!�:� + �7�D ��� ��#$���� �! 5 �  ����!���D �� �"" ��� � ? @7� ���� ���� !9 �7�  ����:

8���� ��� ����!� "D :7! �� 9�!� �7�  �� � �� ���5$��!� � �7� �D��� �: 8���� ?

@7� � � ��� �� ���5$��!� 6 ��7 � ����$� ��� ��� ��$� 8���� ���� ���� � � 	

67��� � 
 � =� ��� 	 
 < =
�� �

A"!6 � �� ������� 5D ��"���8 �7� )"��� !9  ����: 8���� 5D �� ��8"� � � �� �8���� ���

6 ��7 )����!$  ��$"���!� �
K� ��� ��) ���� ��� �K�� + 6� �! �!� !5 ����  ����D �!6

$�"�  � � �� + 67��� �7� ��"$� !9 �� ��)��� !� �7� 8���� �� ���5$��!� ��� �7�

��!$�� !9 9��:��!� � �� :!���� � �! ���"���  �$��� + 7!6���� + �7��� � �!��!� 9!�

� � �� � @7� � 5 �:�$ � �7� �!���:� �D��� �: �"8!���7� :�� !�"D  ��$"��� 8���� 

�7�� ��� �!6 ��8 ��� �� � �7���9!�� ��)!  �5 "� �! :����� � ) ��9�:�"D � �����  ����D

�K



����� � �� ������	
 ��� �
������ ����� �� �
 ��� ����� � ���� ����� ��� ���
���
���� ���
 ��������� �
���� ��
� �

��
� �� � ��� �������
��� �� ��� ��� ��� ���
����
������ �	 � �
	����
 
���� �
����
���� � ��
	����
 
���� ������� ����� � ���
�	�
� �� 
���
��� ��
 ��������� �� ���
�����
 ����� ���
����
������ �	 ��� � � ��� � � �� ��� � ����
� ��� ��� �
�����

�����
���
� � ������� 	
������ � ��� ��
��� �����
 ��� ��� �� ��� ������ ����� ���
����� �� � ��� ��� ����������� ����� �� � � �� ����
� ��� ����� �
�� ��� � �� ���
���
���  ��������� ���
 ��� �	 ��� � !� �
������ ��� ���
 � ������ �� ��� � !� �
������ �	 "
�
���� � �� ���� ��������� ����������� � ��� ������� ��� � ����� 
������ � ������
#$ ��� "%% �
��� ���� ���
� ��� ���� ���� ��&�
��� ���
����� ������ ��� �� ����
�
���� ��
 
������ �� ��� ��� ��� �� ��� ���� �	 ��� �
���� �
 ��� ���
����� ������ �

� �� �� �� �� � ������� ��
�

'� (���
� ) �* �� ���� ��� ������� 	
������ � ���
��� ��� ���� ���
 ���� ���
������� � �
�����
 �����
���
� � ����
 ��
��� � ��� �
����
� �� � 	������� �	 ������
	�
 ��� �����
 ��� �	 � ���!	
�������� �
�����
 � ���
��� � ��� + � ,#- � ��� �
����
�
��� ����
 ��
��� �
� ��
� ������ �


� . ��
�� � � ���
�

�
�� ��� ���
��� � ��� � . ��

��� ������
����� �	 �
����
 ��� ��
� �� ��� ���
��� �
��� 
����� � /�� ���
�
� ���

���
��� ��� �������
 �� ��
� ������ �
 0. ��
� � ����� �
����� �
� ��� �� ��
��� ���

� ��� �
������ ����������� ��������� ����� � ��&�
��� � ����� 1#$2 ��� ���������

)3



0.6

0.8

1

0

10

20

0

5

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

1

2

height
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0

1

2

height

�

���
���
��

	��
��
�


�
���
��

��
���
��


����� � �� � � 
�� ��� �	 ������� 	
������ � � ���
��� ���� ���
 �
 �0. ��
� � �
�����


�����
���
� � �. ��
� � �
����
� � ��

���
� . � ��� ����
 ��
��� � ��

���
� . �� � 	��������	 ��� ������ �� � �� ��� ���� � � ����
�� �� �
��� ���� ���
� � 	�
 � ���!	
���������
�����
 � ���
��� �� � ,#- ������� � ��� ������
����� 	
�� �
����
 �� ������� . ������ ���
��� �
��� 
����� �� ��

� �
	
������ � '����� � ���� �� ������� 	
������ �� ��� ������� �
��� ��� ����������� �
��� 	��������� 	�
� �	 ��� �
�� ��� �� ��� ��� � � ����� ���
 ��� ���� ������ ������ �

'� ��� ���� �	 ��� ��� � ���
� ��� ������
��� �� ��� ���
 � 
��� � ��� �������
	
������ �� �������� ��� ��� �
�����
 �����
���
� �� �����
 � ��� � !��� ������� �	
��� ���
��� ��� �������
 �� ��

 ����� �� � ��� � ���������� � ��� �
������ ������� 1#$2 �
 ��� ��� ����
 ��
��� ��� �
����
� ���� � �����
 �
���� �� �����
 ����� ����� ���
�� ����
����� 	
�� �������� �����
������ �  ������ �� �� ����
��� ���� ���
� ��
�� ���
��� ���� ���
 �� ��� � !� �
������ � ! ������ # �# ��������� �� 
���

% " #
$
$%& 1'(& 2 ) *.( + �) �,�

),



���
� �� ���� �������� ��� �&���� 	
�� �
�� ��
� /���� ��� ������� 	
������ ��
����
��� �� � � 
��������
 �������� � * ���� ��� ��� ��� �� ��� � ������� �� ���
������� ��� ���
�	�
� ���� � ������ ��� �� �����
���� �� 
����

' �� �� � " .* �� #
� � ��� + �) �*�

'
� �� � " .* �� #
� � ��� + + �) ���

���
� � �� ��� ����� ������ �	 ��� ������� ��
�
 � ���� �
��� ��� ���� � ����
����

���� ��� ����
 ��
��� ���� ��� ��� �����
�
 �� � � ��� � ������ �� ���� ��� ����
� ���
'

 �� ���� ��� �
��� ���� ��� �
����
� ���� ���� ��� ��� �����
�
 �� � � ��� 	���
���� ��� �
����
� �� �� ��� ��� �����
�
 �� � ���� � ���� '

 ���� ���� ��� ���
�����
�
 �� � �

� ���� ���  ��������� � � � � � � ��� �� �  ������ �� ������� 
� ��
�� ���� � � �

��� � ��� � � �
���
������ �� �� � � ���� ������� ���� ����� 	��
  ��������� �
�����
��
�� ����
����  ��������� � ����� ��� � � � 
����� �� �� ��

��
� � ��� � ���
�
� �� ��

�� �
����� ��
�� ����
����  ��������� ������ ���
 ��� ��� �� ��� ������� 	
������ ���
��
 �� � � '� (���
� ) �� �� ���� ��� ��
�� ����
����  ��������� 	�
 ��� 	
����������
��� � ��� + " ,#- ��� �� ������ ����
�� ���� ��� 
����� �
� �������� �� ��� ����
�	 ��� ��� � ���� �� ��
�
����� ����� ��� �
��� ���� 
���
���� �� ����
����� ��
� ����� �� � ������� ���
 ��
����
 ������� �� ��� � �� ��� ������� �	 �
����
� (�


)*



������� ��� � �
����
 �
���� ��� � ����� � ���
�	�
� �� � ���� ������  ������ �� �������
�� �
��� ���� �

������
 � ��� ���� �� (���
� ) �� �������
���� ���� � �� ��� ���� �	 ��� ���
���� �� ������� � �� �� �������� �� ���� ��&�
��� ��
�
� �	 �
�����
 � ���
��� �� ��
�&������ ��� ��� ����
 ���� � /��� � ��
�
 �	 �
�����
 � ���
��� �� ������ � 
��� ����
����������
 �� �	 �� ��� ������� �� � ������ ����
 ���� � �� ��� ������� �	 � ��

	�
��� � � ��� ��������� ����
��� ��
����� � �� � ��� � �� � � � 	 ���
�� ��� ����
�����
�� � ����� �� � ������� � ����� ����� ������
 	�
 ��� ������ ����
 ���� � �� �������

�
���� �
 ��� �
����������� 	�
�� ���� � ������
 � ���� �� ��� ���� �	 ��� ��� �
��
�� �������� ��
����� ���������
 ��� ����� ���
 ��� �
����������� ���� � ����
���
�� �� ��� ����
����� ��� ��� �� �
����� ����  ������ �� ������� ���� ���� 	�

��� ���� 
������ �	 ������� ��� � ��� �������� ��� ��� �
���� ���� �	 /��� �
� ���
����
��
� 1#$ � $$2 �

� ���� �� ��� ����
 �
��� ������

� ��� ����
����  ��������� �
� ��� ���!
����� ���  ������ �� ������� �
���� ���� ����� ��� 
� ��
�� ��� ���� ��� �������!
�

 �
���� �� ��� ���� ���
������ ��������� 	�
��� ���� ���
��� ��� ����
����� �
�����������
� ����� �� ��� 	
�� ������

  ������ �� ������� �
���� ���� � ������
��� ����
��� 	�
�� �	 �
�� ��
 �� ��������� ��� ���
����
 �	 ��� ��� ��� ��� 	�
���
	
�� �
����
 �
� ��� �� ��� �����
�� �� ��� ����
��� ��
����� �

)�



0.15

0.2

0.25

0.1

0.2

0.3

0.4

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

���
���
��

��	


��
	��
��


����� � �� � � 
�� ��� �	 ��
�� ����
���� 
����� �� � 	������� �	 � 	�
 � 	
�����������
�����
 � ���
��� �� + " ,#- � ��� ����
����� �� � ����� �� � ������� 	�
 ��
��
���� �
������ ���� ����� 
����� ������ � � ����� ������ �	 � �� ��� ���� �	 ������ � �� ����
��� �
� ���� ���� ��� ����
���� 
����� �
� �������� �� ��� ���� �	 ��� ��� ��� ���


��� ��� �� ��� ������� 	
������ � �� �� ��� ������ �� �� �����
� ��� ���� 
������
 �	
������� ��� �� ��� ���� 
������
 �	 ������ ����
 ��� � �� �����
� ���� ����������
�� ��� 	����� ��� ������� �

� 
� � ���������� ���� ��������

���
� �
� 	��
  ��������� �	 ����
��� 	�
 ����
 �����  � ! � �� � ��� � � ��� �����
���� �� ��
�� ����� ������ ����
����  ��������� �� "# $%&� � !% � ��� '� % "# $� �
�� ����
�� �� ��
 ����������� ���� ��� �	 ����� ����
����� �
� �������� �� ��� ����

$%



�	 ��� ������� ��� � ���
�	�
� �� �� ������� ��� �� �����
� ����� �������� ������
� ��� ��� �������� ������ �������� 	
�� ������ ����
 ����������� � '� (���
� ) �,%
�� ���� ��� �������� ������ �	 !% � �� "# $%&� � ��� '� % "# $� 	
�� ���� �������
��� ��� ������ ����
 ��� � �� � 	������� �	 ������� 	
������ � 	�
 � ��� � 	
����������
�
���� ��� � 	
�������� �
���� � ��� � " % �) � �� �
�� ��������� �� ��� �����
����
������� ������� ��� ��� ��� ����
 ���� � �� ���� ���
 �������� ��� ��
�� �������
	
������ ���� 	
�� ��� ������ ����
 ��� ����������� � ��� 	��� ���� ���� 	
��
��&�
��� ����
 ���� 	��� �� ��� ��� � ��
��� �� 
�� �
����� ��� �������� ���� ���
����

 ������ �� ���� �� ����
�� � ��� 
��� ���
 �	 ���� ������ ����
 ��� ����
������� �
�����
 ��� � '� ���� �������� ���� ��� ������� 	
������ �� ��� ���
 ��
�����
����
� ����� ��� ���� 
��� ���
 �	 �����
 ����� ����
 ��� �� ��� ��� �� �	 � �
	����


���� �
���� �

��� ��������� ��
��� ��� � ������ ��� ��� ���� �	 ���� ���������� ��� � ����	 ����
������

 �&���� �
� ����
� 
������� �� ����� �
�����
 ��� �	 
���� �
���� 1,3 � ,, �
$*2 � ��� ���� �� (���
� ) �,% �����
�� � ��

 �����
������ ������� ���� ��� � �����
�	 ��� �
���� ����

������ � �
��� � ����� ������ ����� �

 ������ ��� ��� 
��� ���
 �	 ������� ���� ��� � � ������� �� ��� 
��� ���
 �	
��� ��� ����
 ���� � �� � ��� �������
��� �� ������ ����
 ���� 	
�� ��� �� � ���� ��
������������ � ������ ��� ��� ��� ����
 ��� ����������� �
� 	��� ��� ��� ����
����
�� ���� ��������� ����
�� �
����������� ����
����� �

$ ,



0.75 0.8 0.85
0

0.5

0.75 0.8 0.85
0

0.5

0.75 0.8 0.85
0

0.5

packing fraction

�
�
�

��
�
��
�
�
	



	�
��
��
�

0.75 0.78 0.81
0

0.5

0.75 0.78 0.81
0

0.5

0.75 0.78 0.81
0

0.5

packing fraction

�

�

��
�
��


�
�

�
�

��
��
�


����� � ��� � ��� ������ �	 !% ����� � �� "# $%&� �� ������ � ��� '� % "# $� ����!��� �� ���
� "# $ �� ��� ���
��� �
��� 
����� ��� ' �� ��� ���
��� �
��� � ��� �� ������ �� � 	������� � 	 ������� 	
������ � ��� ��	� ����� ��

������ �� 	
������!���� �
���� ��� ��� 
���� ���� �� �
���� � ��� � 	
������ �� �� ����� � " % �) � � ���	
�� ������ ����
 ��� ���
����� ��� ��� ���� �� ������� �� ��
��� � ���� �� ������ � ��
��� 	�
 ���� ����� � ���� �������� ���� ���
� �� � ���� 
��� ���
 ���� ������� ������ �	 ��� ��
������
 ����
��� ������

�

$#



������� �

�	�
����	���� 

 �������� �����

� �
�

'� ��� �
������ ������
 �� ���
������ ��� ����
���� ���� �� �������� �
���!
��
 ����
 ��� ��� �
������� ���� 	�
 ��� ��
��� �����
 ��� �
�����
 �����
���
� �
����� �
� � ��
������� � ����
�� ���� ���� �� ��� ��� ��� �� ��� ����
��� ����!
��

� �� ���� �� ��� � ����
�� ��� �� � ��� 	�
 	
�� ������
��� �� ��� ���� �	 ���
��� � ��� ����
�����
 ��
���� ������������ 
�������� �� (���
� ) �,% �
� 
������ ��
��� � ��
������� � ����� � 	 �
���� ��� ��� ������� 	�
��� � ������ ���
� �	 �
���� �

��� ����
������ � 	 � ��� �� ���� 
��� ���
 	����
� ���� 	�
 � ����
�� ����

 �	
�
�����
 ��� ���� � ��� �� �� �� � ��
 ��&�
��� ������
��� � /��� � ����

 ������
�
����� ������������ 
�������� � 	�
������� 	
�� � ��
������� �������
������ ���
����� �� � ���
���� ���� ������� �	 ��� 	�
��� �
��� �� ��� ������ ����� �	 ����!
� ����� �
���� � ���� � �������� � ��� � �
�� �
 �������� �	 ������

 ���������� � � ���
����� �
��������� �� �� � ��� 	�
 �� �
���
�

 ��� ��� ������

� � �������

 � 
��

$"



���� �� �����
������ ����� � ����� �� �� ����
����� ��� ����
� �	 ������� 	�
��� ��
�
�����
 � ���
���� �

�� ��

 ��� ������� 	
������ �� ��� ��	��
 � � ������� ���� ���
 ����

 �� �!
������� � ���
 � ���� �� � ������ ����
������� �
� 
�
� ��� �� �� ��

 ���
������ ��
���� ������������ ����
������� � ������ � �
� ���� ��� �
���� � '� ���� ���� � ���!
���� 	�
��� ��� �� ����
� ���� 	
�� ���� ���
 ����
�������� � ��� ��� �����
���� �	
������� ����

 �
� ��
������
�
 ���	� � 1#* � #�2 � ������
 � �� ��� ������� 	
������ ��
���
����� � ����
��� ����� �� ����

 �� �������� � ����� �
����� ���� ��� �� ���������
�� ������ 133 � 3, � 3*2 � ���
� ��� ���
�
 ���� ���� � ���
� �� ���� �� ������� ������
�
���� �� ������
 ��� ���������
 
���� � ����� ���
� �� ������� �����
 �	 � ���


�� �������� � ���
 �� � ����� �� ���� �	 ��� � � ���� ����� �� � ����� 
���� � 1,* � ,�2
�� ��
�� ������� 	
������� ���
� �����!�
��� �������� ����
� � ���
 1") � "$ � "32
��� ������� 	�
��� �
� ����
��� �� �� ����� ��
���� �	�
�� ������� 	�
� �� �
 ���
��� � ���
 � 	 ��� ������� �����
� 1,* � ", � "* � "� � )% � ) ,2 � (�
 ����� ��
�� ����!
��� 	
������� ��� � ���
��� 	�
� � ����� ����� ������
� �	 �������������
 ����
������
�
���� ��� �� ����
��� ����� �� ����

 �� �������� �� ��� ���	�� �

� ������� ��� ��� ��� � 	 ����� ��� ������ �
���� � �
� ���� ����
����� � ���
�
��� ���
 � ��� ��� ���� ��������� ����� �� ��� ��� �
���!�
��� ����
������� �� �
��� ��� �
�����
 � ���
��� � ��� ��� �
�������� 	
�� ����� ��������� �
 ����


�� �������� �� 	�
� ��� ����
��� 	�
�� ����� �����
�� 1,�2 � '� ���� ������
 �� � ���

$)



 ������������
 � ����
� ��� ������ �	 ��� 	�
�� ����� �����
�� �� ����
� ��� ���
��� ���� 	�
�� ������ �� �
�� �

������ � ��	 
��
�� ��
�� ����������� �� ���
��� ��
���
� � 
����
�� 
� ��� �
� �
�
����� ��
����� �� � � ! " #�� �$� ��%����� ����������� ���& ������ ' ( ) � �!* +���� ,

�� ( ) � +�����,- .�
��� ��/��/�� �� 
 ��������� ������ 
 �� 
�� ��� � � ����� 
��
������� " $ ��� ��%����� ������ �������� ��%����� ����
�� ���$���� - 0����
������
���� �� # � #��
�� ��� ( ) � �!* " $����
� �������� ���
��� ���� ��� ( ) � -

1�� �� ��� ���� #
��� �#���/
����� �� ��
� #��� ��� �
����� ��
����� 
�� ���

����������� �� �& ����� 
%��� ��� ��2� �� ����� ��
�� ���$���� �� ��� � 
����
� - 0�

3�� - 4 -5 $� �����
� �$� ���������
��/� ����������� ���� ��� �����
����� " �� ���
��

��
�� " ��� �������
� ���
� �
�� 
�� �
����� ��
����� �� 6 ) � � ! " #�� ��%�����

����������� ���& ������ " ( ) � �!* 
�� ( ) � - 7 ��
�� ��� � �����/
� �� ������


�� ��
��� ��
� ������� ������ ���� ��� � �����/
� 
�� ������� - 8 �%����� ������

������������� �� ���
�
�� ����
�� ���$���� - 3�� ( ) � �!* ��� �����
����� ��
���


�� $��� ��
��� 
�� ���� �� ����� �� �
��� " $����
� ��� ( ) � ��� �����
����� ��
���

���� �� ���� �
��� �������� - 9���� �������� :�
���
��/��� �����
�� ��� �� �������

44



�� � ��������� ����	��� ��� 
����	���� � 
 /�� ��	� � ��	���� �� ���� ���� �����	����
� ��� �����	�� � 


��� ������ � � ������	������� ����	����� ��	��� ��	� �� ������� 	�� ��	������
��� ���� � ��������� ���� ����������� ������� ���	����
���
 	������	���� �� ���
��	��� 	�
 ����	�� ���	���� 
�� �� 	������ �� ��� 
 �� ��� ��	����� �� ������ � 
�
���� �	��� 	� 	 �	��� ��� � � ��� ��	�	��������� ���� �� ��� �������� ����
 ��� 	�� ���
�	� � � ��� ��� �� �	����� ����
 ��	��� 


 
! "�#���$���� % �&'���'�&��'� ��'���� ��''�(

�#����

� ������� ��� ����������� �� ������ � 
� �)�� �	�� ����	���	���� �� ��� � ��
������������ �� ��	���	� *�� � ���� 	�� ��� +�	����	������ ����� � 
 �� ��
�� �� �	��
	 +�	����	���� � �	���� � � ��� � ������������� �� �� ��� ������ �� ������ �������
����� ��	��� 	�� �� ��� �	� � ��������
 ������� � ��� �� �� 	��� ������	�� �� 
�� ���
���	�� ��	� 	�� ��� ��	��� �� ��� ��������
 ������� 	�� ������	��
 	�
 	)��� ���
	������ 
  ��	��� ��� �������� ���� ����� ��	�� �������� � �� �� �	���	� �� 
����
��� ���� �� 	 ������� ������� ������	���� � ������ ��� ������ �� ��� ��	��� 


�,



�� ���� ������ � �� 
���� ��� ������	���� ��������

� �� � " ���� � � �	�
 � � � � � �
 
 ��� � �
 � � �
���� � � � � � � � �� 
��

�� ���� �+�	���� � �� �� ��� ���	� ������ ����� ���� �� ����	�� ������� ����������

�� 	 ��	�� � 	� �������� �� 	�
 ��� ��� � 	�� �	��� ���� 	�� ��	��� ��	� �	�� 	� ��	��
��� ����	�� 
 ��� 
���	��� � �	���� ���� ��� ������ ������ ���� 	�
 �� ��� ��� ���

�� ��	��� �� 
����� ����	�� 
 �� �	�� ��� 	���	�� �	��� �� � �� � ���� 	� ��	�� ����
��� � ����� �� ���	
� ��	�� ���	� *�� 
 � �������� �	��� �� � �� � ����	�� ��	� � ��
��� 	���	�� � ��� ��	��� ���	�	��
 �� 	 
���	��� � �	�� ������ ��	� 	�� ������	��
 


��� � �������� ����
 ��	���	� � 	����	�� � ����� ����� �� ���� 	 ��������� ������
	����� ������� ��	��� �� ��� ����� � �� � ����� 	 +�	����	���� � �	����� ��� �� ���
	���	�� 	)��� � � ����� ��	��� �� ������ � �� ��� � 	����	� 
 � �������� �	��� ��
��� ������	���� ��
��	��� ��	� ��� ��	��� 	 
���	��� � 	�� ��������
 ������� 	
������� � � ������	������� ����	����� ��	��� 	�
 ��� ����� ���� ��� ��	�� �� � ����
��	��� ����
 ������� ��� ������� �� ��� ����� ��	�� 
 �� ������� ���	������� ��	�
������	����� ����	��� �� ��� 	�
 ��	� ������ ����	�	�� ������� �������� 
 ��������
�	���� � � ��� ������	���� ���������
 �� ����	����� ����� ��� ���	� ������ �� �	��
��	�� ���
 �� � � 	�����
 


��



� ��	��� �� � 	�� ��� ��	����� ��� �� � �� � ����� ��� � 	����	� �� �� ���	
� ��	��
���	� *�� � ��� ������	���� 
� �� ��� ����	� ��� �������� �� ��	��� ��������� 
 �����	
 �
� ��	��� ����	��� � ������ ��	��� 	�� � ���� ���	��
 	�
 
�������
 �� ��� ����	��
*�� � ��� ������	���� �������� ����� ������ 	���� �� ��� 	���	�� ���� �� 
��	� ��
���������� ��	� 	�� *����	���� �� � ��� ��	�� 	�
 ��� � 


�� � ��� 
�� �����	�� ��	� ��� ������	���� �������� 
����
� �� ��� ������ 
���
�	��� � � � �� ������� �	��� �� ��	��� � 	�
 ��	� �� 
��	�� ���������	��� � ��� � 
 ��

��� �� ���� ��� �������� � �� � ��� ��������	�� ��� 
�� ��
���� �� � �� � �� ��� � 	����
��
� � � � � ������� 
������ 	� ��������� ������	���� ������ � 
 ���� �� ��������	��

��� ���� 
�� ��
���� � � � �� � 	�
 ���	�� ��� ���� ��������	� ���� �� � �� � � �����

�� ��
� �� ��� 	���� � � ������ �	��� �� ��	��� 


� ���� 	
��
���� ��

������� ��� ��� �������
���� �

�� � ���� �� � �	������ ��� ��������� �	�� �� ��� ������	���� � �� � �� ��� ���

�� ������	� �����	����� �� 	���	���� � �� � ���� 	�� �� 
 �� ������ � 
� �� 
����	�
��	����� ���� �� ���� ��������� ������	���� �������� � �� � ��� 	 ������������ � 	����	�
� ��� � � � ��� 


��� ���	����� � � ��� � 	�����
� �� ��� ������	����� ��� �� �� � � �� 	��� ������
 ��
������ � 
� 
 �� ������� ��	� ��� � 	�����
� �� ��� ������	����� 
����	��� ��������
��	���
 ���� 
��	� �� �������	��
 �� 	 ������	���� �������� ��	� 	������� ��� ���

��



0 5 10 15 20 25
−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

����

��� 0 5 10 15 20 25
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

ν=0.6
ν=0.77
ν=0.81

��	

����


���

� ��
�� � �� � ���� � ��� ����� ������	���� �������� � �� � ��� � � � ��� 	�
 � � � �� ��
����� � �� ��� 
���	��� � ������ ��	��� 	�
 � �� ��� 	���	�� ��	�� 
�	� ���� 
 � ���� ���� ���	����� � � ��� � 	�����
� ��� �� �� � �� ��� �	����� ��	������ �� � � � �, � � ��� �
	�
 � �� �� ����� 
����	�� ��� ��� ������	� 
��	� �� ��� ������	����� 
 ��� �����
���������
 �� ��� �������� �	� �� � ����� � �� 
����� ���
 ���� �+�	���� �� 
�� 	�

������
 �� ������ � 
� 


���� � � � �� � 
 ��� ���� � � �� �� ������	���� �������� �� ��� �������	� 	�
 
�� ��
� ��
��� ��	�� �	��� �� 
������ 	�
 ����������� 
 � ����������� � 	� 	 � ��� 	����� �� 	���� �
�� �	� ������� ��� ������	���� �������� 	� � �� �  ��� ���%� � � ����� �����
���� 	�
������	�� ������ ��	�� � 
 ���� ��� 
	�	 �� ������ � 
� �� 	��� ��� ��	� ���� ������
��	�� �����	��� � ��� �	����� ��	����� 


�� �	�� 
����� ���
 ��	� ��� �	��� �� � �� ���� 	����� �� 	��
 �� ��� �+�	����

� � ! "# $� � � �� �
! "# $� � �� � � �� 
��

�%



�� ������ � 
� �� ���� ��� ���%� � � ����� � �� 
����� ���
 ��� �	�� 
������ ����
�+�	���� �� 
�� 	�
 �� ������� ��������� 	����� ��� � ��� ��� � �	����
 ���������	�

��	�� � � � �� � 


�� ������ � 
� �� 
����	� ��	����� ���� �� � � 
����� ���
 ���� �+�	���� �� 
�� �
��� 	�� � � ��� ������������ ��	���	� *��� �� �	�� �����	��
 
 ��� �	��� �� � +�	������
��� 	���	�� ������ � � ����� ��	��� �� ��� ������ 
 �� ������ ��	� � �� 	� �����	����
�������� � � 
������ ��� �	�� �	��� �� ����������� 
 �� 	��� ������ � �� 	����� ���
� ��� ������ � 
�� ��	� � �����	��� 	� � 
����	��� 
 ��� ����� �� ������ � 
� �����
	 �������� � � ��� �	��� �	����� ��	����� 
	�	 
 ��� �	� ���� �	����� ��	�����
�� 	�� 	��� �� �����	�� �� ���� � � ��� � ��� �� ���� ��� 	��� �� 
����� ��� ���
�	��� � � � 	� ���� ��� 	�� �	���� �� ����������� 
 ���� �� � ��	��� ��� ������ �� ���
������	����� � ������ �	���� ��	� ��� � 	� ���� ������ ���� �� ����� ��	��� ��	�
�� �	� �����	�� 
 ��� ��� ���� �	���� �� �	����� ��	����� ����� �� ��� ����� � ��
���
����
 �����	����� ��� �	����� ��	������ �� ������ ���� �� � ���
 ��� � � � ��
�� ��	�� 	 �	����� ��	����� ����� � �� �� �����	�� ��� �	����� ��	����� �� � 
� �� �
�� ��� �	��� �� � � � �	����
 
 ��� �	�� ������ �� ��� ������	����� 	� ���� �	�����
��	����� �������� ��	� � 
������� 	� 	 ����� 
������


��� �� 	�� �	���� � � �	����� ��	����� � ������ � 
� ����� ��� �	��� �� � 	����	���
��� 	 ��� ����� �	��� � � � ����� 
 ���� ������� ��
� �� ��� �� 	����� ������	���� ������
� �� � ����� 	����� ���� ��� ���� �����	������ 	�� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� 


,�



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.785

5

10

15

packing fraction

0.76 0.78 0.8 0.82 0.84
0

5

10

15 e=0
e=0.1
e=0.25
e=0.5
e=0.75
e=0.92��

�
��
�

�

� ��
�� � �� � �� �� � ��
�� � ��� � ��������� ������ ��	�� � ��� ������������ ��	���	�
���	� *��� � ���� 	����
 �� ��� 	���	�� �	
��� � � ������
 ��� 	 � �
� �	��� �� �	�����
��	����� 	�
 ����������� � 
 ��	�� � 
 ������ �� ��� �	��� �	����� ��	����� 
	�	 


��� ����� �� 	�� �	����� ��	������ � ��� ���� �� � �� � �� ����������� ���	���� 	�
 ���
���������	� 
��	� �� ��� �������
 
 ��
��
 � �� ��� �	�� �� 	 � ����
 ��� ���� �� �����
���� � � ��	��� ����� ���� ���	�� �� �������� � ���� � �� ������� ��	� � �� � �� ���� ���
	�� �	���� � � � ������ � � � 
 �� ��� �	�� �� 	 �� ���
 ��� ���� �� �������� �� ��	��� �
��� ���� � � � �� � ��� 
����� *��� 
����
� �� ��� ���	���� ����	�������� �� �	��
���	�� �����	������ � ������ ��	��� �� 
 �)����� ����� 	�
 ���������	� 
��	� �� ���
�������
 ����� ��� ������	���� �������� �+�	�� ���� ��� 	�� �	���� �� � �	���� ��	�
��� � 	� ���� ��	�� 
�	� ���� 
 ���� ������ ��� ������	� 
��	� �� ��� �������
 ��
��� ��� ����� �	�� � � � ��	�� �� �������� � ������ ��	��� � �+�	���� �� 
�� ����� �����
�� 	
������ � �	���� � � ������	���� ������ ��	� � 	����� ��� ��� ������	� 
��	� 	� ������

�������� 


, �



��� ��� ����� �	��� �� � ���� �� ���	��
 �� ��� ����	������ �� �	�� 	 ���	�� �� ��
������ � ������ ��	��� � � 
 �)����� 
�	� ����� 	�
 �� �+�	� �� ��� ������	���� ������
��	� ����
 � � �������
 �� 	 ��������� ��	���� ������ 
 ��������� �� � ��� 
�����
��� ��� ����� �	��� 	� ��� 	�
 �� ��
 ��	� ��� �������	� �	��� �� ���	��
 �� ���

����������� � � ��	�� ����� ��%� 


���������	� ������	����� 	�
 
�������� � 	�� 	��� �������
 ��� ������ � � ���
�������� ������� ��	��� 
 �

��� �������� �����
���� 	 �������� �	������	� ����� 	�
����	�� ��	� ���
� �� �����	�� ���������	� ������	���� 	�
 � 	�� �� � ��� 
�� ����
��� ��	��� �� ��
 ���� �� ��� � 
 ��������� � �� ����
 ��� ��� ��	� ��� 	

�����
�� �������� ����
 	���	��� �����	�� � 
 � � �� ������ � 
� � �� ������� ��	� � �� �

��	�� ���������	��� �� ��������	� ������ � 	�
 � �	����� ���� �� � 	�� 
����	��
 ��
������ � 
� ��� � � � 	�
 ����� �������� �� �� ������ � 
 �� ��
��
 ��� ��	� ��� �	���
�� � 
������� �	���� ��� ������ � � ��� �������� 
 ������� � ��� ������	���� ������ ��
��� ��	���
 ��� �� 	�� �	���� �� �	����� ��	����� 
 ���� �� � ��	��� �������� �� ��	���
���� � ��� �� ��� � ����� �������� �	� � 	�� 	� �)��� 
 ��������� ��� �� ���	� �� �������
�� ��� �������� �� ���� ���	��
 �� ��� ���������� �� ���� 	� ������ 


��� 
	�	 �� ������� � 
� 	�
 � 
� 
�� �����	��� ��	� � 
������� 	� 	 ����� �	�����
��	����� �� ��	� 
�� ��
� �� ��� �������� �� �� ����� � � ��� ��� �� ��� �����������
�� �� ����� � 
 ���� 
��������� �� ���	��
 �� ��� � 	�� ��� ��	������� ���� �� ��	���	�
� 	����	�� � ����� ��� ���	� � �
���� � ������ �������� 	�
 ��� ������ �� 	��� ��

,�



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

5

10

15

20

packing fraction

µ=0
µ=0.2
µ=0.4

�

� ��
�� � �� � ��� ������ ��	�� � ��� ��	���	� ���	� *��� � ��� �������� �� �� �����
� 	�
 � � � 
 �	���� �	���� � � � ���������
 �� �	���� � 


����	�� 	 ���	� ������ � ������ ����
 ��� 
 �� ��
�� �� �	�� ��� ��	������� ���� 	

*�� ��� ���	� ��	�� �� 	 � 	���
 ��	�� � �� �� ������	�� ��	� 	 ������	���� ������
	����	�� ��� ���� � � ��� ������ � 	�
 
������ �� ��� ����� �
��	� �� ��� �� 
 ����
�� � ��	��� ����� ��	��� ���� � ���� �	�� ���� ��� ��� �� �� ����� ���	���� �	�� ��
��
�� �� �������	�� ��� 	�����
 ���	���� ����� 
 ��� ������	���� ������ � +�	������
��� ������ � � ����� ��	��� 	�
 �� ��� ��� ��	� ��� �������
 
��������� �� � �� 	
������	�� ���
����� ��� � 	�� ��� 


������� � ����� �� �� ��	�	���� ��	� ��� 
��������� �� � �� 	��� 	 ��� �����
���
����� ��� � 	�� ��� � ����� �� �� � ����� �� ��	� ����� ��	��� � ���� �	�� ���� ������
��� ������ � 	� � 
 ������� � ���� �������� �� �� ��� 	�
 �����	����� ��� � ��� ���
�	�� ����
 ��	� � ���� �	���� 	�
 � 	�� ��� � ���� ������	�������� ����� ��������
��	� 	 ��	���	� ������ � 	� � �� � 	�
 ���� �� � � 
������� 
 �� ���� �	�� � � ����� � 
�

,�



������� ��	� ��� � 	�� ��� ��	������� � ����� 	� ����� �	����� ��	����� 	� ��� ��������
������� ��	��� �����	��� � 	� �	� � ��� �������
 ��������� ���� 


� ���� ��� 
��������� � � � �� ���	��
 �� ��� � 	�� ��� ��	������� � ��� �� ���	�

�� �	���� � � � ���� ��� ��	���� �	��� ��� �� ���	��
 �� ����	���� �� ��	��� �,, � ,� �
,�� 
 ��� ������� ��
��	�� ��	� ����	���� �� ��	��� �� ��� 	� ��������	� ������ �� ���
�	�
���	�� � �
�� � ��� �	���� ��� ��������� �� ��������	�� ����	��� �� ��� 
����
����� � ��� � �� � �%� 
 � ��	��� 	� ������� ������ �� ���	�� �� �������� � ���� 	� ���
� 	����	� � ����� ��� �� ��	��� � �� �� 	����� ��� �������	�� �����	������ �� 
������ �����
���� ��� ��� � ������� ���	�� �� �������� 	�
 ��� ��� � ���
�
 ��� 	 ������ ���	��
�� ������� �� � ���� 	�� ���� �+�	� �� ���� 


� ���� ���
��
���� ��

������� ��� ��� ���� ��
 � ���������

� � �

�� �	�� 	��� ���
����
 ��	����� ���� �� ��� ���� �������	� 
�� ��
���� �� � �� � 

�� ���� �	�� � �� ������� ��	� ��� 
��	� �� ��� ������	����� �	� ����� � � 
������ �
 ��
	� ��� ������	� � ��� ��� �	��� �� ��� ������	���� ������ 
����
� �� ��� ������	����
�� 
 �� ��� 
�� ������� ���� ������	���� �	� �� +�	�����
 �� ��� 	���� � ������� �
	�
 ��� � �	� �� 
 �� ������ � 
� �� 
����	� ��� 	����	� 
�� ��
���� �� � ��� ������������
*��� � ��� � � � 	�
 ����� 
�)����� �	����� ��	������ 
 � � �������
 � ��� 	���	��

�	��� � � � �����	��� � ��� �	����� ��	����� 


,�



  2

  4

  6

  8

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

ν=0.79
ν=0.77
ν=0.7

� ��
�� � �� � ��� 	����	� 
�� ��
���� �� ��� ������ ��	�� � �� � ��� 	 ������������
���	� *�� � ��� � � � 	�
 ����� 
�)����� �	����� ��	������ � 
 ��� ������	���� ��
���	���� 	���� ��� ����������� 	� �� �� ��� ���	� *�� 


��� �	� ���� �	��� � � ��� ������	���� ������ � ����� 	� 	����� �� 	���� ���
�	� � 	���� ��� �	�� �	����� ��	����� �� ������ � 
� 
 ���� ����
 �� �� �����
 ���
����� �	����� ��	������ 	�
 ����������� �� �� ������ 	� ���� 
 �� ������ � 
, �� ����
��� 	����	� 
�� ��
���� � � ��� ������ ��	�� 
�� �
�
 �� ��� 	���	�� �	��� � � �� �%� 

�� ������ ��	� ���� �� ��	���� ��� 
	�	 ��� 	 �	��� �	��� �� �	����� ��	������ 	�

����������� �� �� ������ �� �� ��� ����� 
 ��� �� ��	��� �� ��� � ������ � ��� ���	���
	���� ��� 
��	����	� 	� �� �� ��� ���	� *�� ����� ��� ������	����� 	�� �� 	�� 
 ����
�� 
�� �� ��� �� 	�� ������ �� �� �������� ��	� � ���� �� ���� 	� �� � ����� �	���
�	������� ��	������� 
�� ���� 


��� ���� �� �� ��	���
 ����� ��� 	�� �� ��� 
	�	 �� ������ � 
, ����� ��	� �

�� 	���������� � ����� �	� 	��� ���� �������
 �� ��� ���� ���� �� �� 
 ��� 	����	�


�� ��
���� � � � �	� �� � ������ 	� 	 ������� ������ � ���� �����
��� ���� � ��	�

,�



  0.5

  1

  1.5

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

e=0.75; ν=0.81
e=0.5; ν=0.77
e=0.5; ν=0.79
e=0; ν=0.7
e=0; ν=0.77
e=0; ν=0.79

� ��
�� � �� � ��� ���� 	����
 	����	� 
�� ��
���� �� ��� ������ ��	�� � � �� �%� ���
������������ ���	� *��� � ��� 
�)����� ����������� �� �� ������ 	�
 �	����� ��	������ 

��� 
	�	 �� ���� ��	�	�������
 �� �+�	���� �� 
�� � � �����
 	� 	 ���� 


	�� � �� ����
�� 
 �� ��
 ��	� � 	� �� ��� �	�� ��� ����� 	����������� �� ��	���	�
*�� ��� � �� � �, � �� � ��� � ��� ��������	� ���� �� � �� � �� ���� ��	�	�������
 �� ���
� ��� ��� ���� � �� ��� ������� ������

� �� � � �
�� �� � �� ��� � �� � �� �� � �� 
��

����� � �� ��� 	���	�� �	��� � � ��� ������	���� ������ 
 ��� �� ��
 ����� �� ������ � 
,
�� 	 �� �� ���� �+�	���� � ����� ���� ��� �	�	� ����� 	� �� � � ��� 	�
 �� � � �� �� 

��� �	��� � � �� �� ���������� � ��� ��� 	� �� �� � 	� ���� ����������� ��� ��� 
	�	
�� �	�� �	�����
 
 ���� �������� ��	� �	���� �	���� �� � � ���� ��	� � � �� %�
���	��� ����������� �	���� � ��� ��	��� �� ���� ���� ����	�� 
 � �	� � � � %� �

,,



����� � �� 	 � ������ � 
��	���� ��
���� ��� ���� �� ��� ������ ��	�� 
 ������� � ��
�	�� ����
 �� ������ ����	�	���� ��� ��� �	��� �� �� 


 �� ��� ���&� � $ % �&'�	�'
&�
'� �� ����#&� 
�'&�	

�� ��� ���� ���� ������� �� ��������
 ��	����� ���� �� 	 ������	���� ������ �

��	� 
������� 	� ��� � 	�� ��� ��	������� 	�
 	��������� �� 	� ��	���� �	��� ��� ���
�� 	�� �	����� 
 ���� ������ ��	�� �	������ ��� 
��	� �� ����� ������	����� 	�
 ��
���	��
 �� ��� �� ������� � � �������� �� ������	������� ����	����� ��	��� 
 �� ����

����� ������ � ���� ���	�� �� �������� 	�� �����	�� � � � ��� � 	�
 ����	�� ������ �	�
�� 
����� ���
 ���� ���� ��� ���������� �� ��� ��� �� ���
 ��� ��	��� 
 ������� � 	�
��� �	����� ��	����� �� �����	��
 � � 	��� �����	��� 	�
 ��� ����	�� ����� � ������
	�� ��� ��	��� � ��� 
�� ��
 �� ���� ������ �� ��� ����� ��	��� �� ��� ������� 
 ���� ��
� ��	��� � �� ��� ����
 ��	�� ��� �� � ������ ����	�	�� ������� ��� ������� 
 � ��	���
��� ������ �� � �� ������� ���	��
 �� ��� �	���� �� ��� ����� ����	�	����� ���	��
�� �������� �� ����� ��������� �� ������ ��� ����	�� ������ �� 
����
 �� ��� �	���
�� � 
 � ������ �	� �� ������� ���� ������ �� ����	�� ������ �� �� ��	���� ���
����	�� ����� 
����������� �������� � �� � 
 ���� �������� ����
�� ��� ��	������� ��
��� ����	�� ������ � � �� �$� �� ���� ������	� �� ��� ������ �� ����	�� ������ �� ���
�	��� � �� � � $�

,�



� �� �� ��� ����
������� � � � ���
� �����
���


�� �	�� ��� ���������� � ������ ����	�� ������ 	�
 ���� �	��� ��	��	� �����
������	����� �������� � �� ����� �� 
�� �����	���� ��	� ��� ����	�� ������ � ������
����	����� �	��� � � ��	��� �	� ��� � � 
����� ���
 ��� ��� �� 	���� ��� ���	�� �� ��
������� ���� � �� �	��� 
 �� �������	�� ���� �� ��� � �� ����	�� ��� ��	������� �� ���
	���	� ����	�� ������ �� ��� ������ �� ����
 �	����	�� �� �� 	�����
 ��	� ����
���	�� �� �������� � ������
 
 �� �� �	�� ��� ���	�� �� ������� 	��������� � ���� ���

��	� ��	� ���� �� �+�	���� �� 
�� � 	���� � ��� � ������� �������	���� � 
����� ����
��� ���� 	� ������� �� �	�� �� ������� 
 � �� �
��� ���� ������� �� ��� 	�������� ��� �

���� ����
� ��� 	���	�� ����� ��	� ����
 	���� ���� ��� ��� � ���� $� 
 �� �	� �� ����
����� � �
� � � ����� � 	�
 � ��������� ��� �� ���
 ��� ��	��� 	�
 ��� �	� �� ���� ��� ��
�

�� ��	� ���� ����� ���� 	������ �� ������ ���	�� �� �������� 
 �� �� ������ �� ���� ��	�
��� �	��� � � ��� ���	�� ����� �� ����� ��

� �
� � � �� � ��� �
 ��	 

 � 	 
 � � � �� �
 � %$� � �� 
��

����� � �� ��� ���� 	� ����������� �� �� ����� � � � ' �' 
 % �' � � ' 
 � �� ��� ��
���

�	�� � 	 
 � ��� ������ �������	� ���� ���� �� ��	�� � � 	�
 �� �
 �� ��� ���� ������ ����������
��� ������� � � ��	��� � 	�
 � 
 � �� �� ����� ���� � �	� �� � �	����
 
������� ����
�����	����� 


,�



0 1 2 3 4 5 6 7
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

total force F
binary collision force Fbc

e=0.75; ν=0.7

ξ/ξ
el

 = 1.17 

��
�
��
��

� 0 2 4 6 8
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

total force F
binary collision force F

bc

e=0.75; ν=0.75    

ξ/ξ
el

 = 1.22 

��
�
��
��

�

0 2 4 6 8
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

total force F
binary collision force F

bc

e=0.75; ν=0.77

ξ/ξ
el

 = 1.28 

��
�
��
��

� 0 2 4 6 8
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

total force F
binary collision force F

bc

e=0.75; ν=0.79  
                    
ξ/ξ

el
 = 1.61

��
�
��
��

�

0 2 4 6 8 10
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

total force F
binary collision force Fbc

e=0.75; ν=0.81  
                    
ξ/ξ

el
 = 2.17

(e) 

�	


��

�

� 0 2 4 6 8 10
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

total force F
binary collision force Fbc

e=0.75; ν=0.84  
                    
ξ/ξ

el
 = 5.36

(f) 

�	


��

�

�

� ��
�� � �� � ��� 
	�	 �� ���� 	�� � �� � ��� ������ � � ��� � � � ��� 	�
 ���� ��� �	��
��� � � � %��� � ����� � �� ��� ����	�� ����� � 
���
�
 �� ��� 	���	�� �	��� "� $ 
 ����

	�	 �� ����	��
 � ��� ��� ���� � ����� ��� ����� �� 
����� ���
 ���� �+�	���� �� 
��
����� 	������ ��	� ���� ���	�� �� �������� � ���� 
 �� �	�� ���� 	����
 ���� ��� ���
�	� ������ 	�
 ���	�� �� ������� ������ �� �	�� ���� �� ����� 	���	�� �	���� 
 ����� ��
��������� 	����� ��� ��� � %��� � � ��� 
 ��� �	���� �	���� �� ��� ������	���� � ��������
�� �����	����� ��	��� ���� 	�
 	���� ��� ���	�� �� �������� 
� �� ��� �� ��� 
	�	 


,%



�� ������ � 
� �� ���� � �	����� ���� �� ��� ����	�� ����� 
����������� ��������
� �� � ��� ��� 
�)����� �	���� �� ����������� 	�
 �	����� ��	����� 
 �� �	�� �����
�� ����	�� � �� � � ��� ��� ��	������� �� ��� ���	�� ������ � ��� � � 
 �� ����� ���
��������� 	�� ��� �	� � ���� ����	�� ������ 	�� ���� 	����� �� 	��
 �� ���� ����
��
����� ���	�� �� �������� � �� ��� ��������� 
�)�� ���� �� ���� ��	� �������� ��
����	����� ��	��� 	)��� ����	�� ������ 
 �� 	��� ��
��	�� ��� �	��� �� � %��� ��� �	��
���� 	�
 ����
�	���� ��� ��	� ��� �� 	�� �	���� �� � %��� ��� 
	�	 ��� � �� � �� ����
�� �� ��� ���� � ����� �� 	 � �	����� ��� �� � ��� � � 
 ������� � 	� � �����	��� � ���
�������� � � ����� �������� ��	���� ��� �	���� �� ��� ����	�� ������ 	�
 �� �	� ��
������ � 	�� 	����	�� ���
������� �� 	���� ��� ��	� ���� ���	�� �� �������� � ���� 

��� �	��� � %��� � � ��� ������ 	� 	� ����� ����
 ��� ��� ����� � ����� ��� ���
�	�� �� ������� 	��������� �� ��	���	��� 
 ���� � ��	���� �� ��� ���+�� �� *��� � ���
� � � ��� � ��� � ����� ��� 	�� �� ��� ����������� �� �� ������ 	�
 �	����� ��	������ ��
�	�� ��������	��
 � � ��� 	�
 � ������ �������� 


���� �� ��� ���������� ����� � %��� � � ��� ��������� 	 ������ ����� ����� ����
����� �	�� ���� �
 	�
 ������	����� ����	��� � ���� 
 �� ���� ����� � � �� ��
�� ��
�	����	�� ��� ����� � ������ ��� ��	��� � �� �� ��� ��� ����� �� ���� �����
�� ���
���� ������ � � ��� ��� ����	����� ��	��� 
 �	���� � 	�� �� ��� ��	��� ��������
 �� ���
����� ������� ��	� 	� ��� ���	�� �� �� 
 ���� �� � ��	��� ��� ��� ����	����� ��	���
	�� � ���� �����
 �������� �� ��� ����� ��	��� �� ��� ������� 	�
 ��� ����	�� ����� ��

��



�+�	� �� ��� ���	�� �� ������� ������������ ���� �+�	���� �� 
�� � ��� 	 ������������
���� ��� ������� 


�� ������
� ���� ������ � 
� ��	� � %��� � � ��� ���	�	��� ��� ������ ����� ����
���	�� �� �������� � ���� ���� ��� ������ ����� ����� �������� � ���� �� ���� 	�


	)��� ����	�� ������ 
 ��� ������+��� �� ���
 �� 
����� ��� ���� ��������� �	� ����
� � ���
 �� �����	����� ����� ��� �������� � ���� ����� 	�
 ����� �� ����� ��	�� ��
	��	�� ����� 
 ������� � �� �	�� 	��� ����
 	 ����	���� �� ��� ��	������� ��	� �	�
�	�
 �	� � ��� � �������
 �� ��� ���� ���� �� ��	���	� *��� 
 ���� ����	���� ���	���
�� ��� �� 	�� ����� � ��	���� �� ��� ����	�� ����� 
����������� �������� 


� �� �� ��� ������� ��
�� � 
���� ����� �������� � �� �


���	���� � �� � �� � ��� � � �	�� 	 ��� ��� �������	 �� ���� ��� ��	������� ����
��� 
����� ����� � � ����� 	�� �����	������ � ������ ��	��� 	�� ���	��� �� ��� 
����
����� � � ����� ����� �������� � ����� ����	���� 
 �� ���� ������� �� ���� ��	� ����

��	������� �	� �� ������� 	������	��
 �� ��� ��� ��	������ � �� � 

�� ������ � 
� �� ������� 
	�	 ��� ��� ����	�� ����� 
����������� �������� � �� � 


�� �	������	� � �� ���� ��� � �� � ��� � 	�� 
�)����� �	���� �� ��� ����������� �� �� �
����� 	�
 �	����� ��	����� � ����� � �� �+�	� �� ��� ���� 	� ����	�� ����� � 
���
�


�� ��� 	���	�� ���� 	� ����� "� $ 
 � �� �� ����� ������ ���������
 �� ������������
� 	����	�� � ��� �� �	�� �������
 ��	� ��� ��	������� �� ��� ���� 	� ������ 
����	�

��



0 2 4 6 8 10

e=0; ξ/ξ
el

 = 3.91

e=0.1; ξ/ξ
el

 = 3.44

e=0.25; ξ/ξ
el

= 2.62

e=0.5; ξ/ξ
el

 = 1.49

e=0.75; ξ/ξ
el

=1.17

e=0.92; ξ/ξ
el

 = 1.14

��
�
��
��

� 0 2 4 6 8 10

ν=0.81; ξ/ξ
el

 = 2.17 

ν=0.79; ξ/ξ
el

 = 1.61 

ν=0.75; ξ/ξ
el

 = 1.22 

ν=0.7; ξ/ξ
el

 = 1.17 

ν = 0.77; ξ/ξ
el

 = 1.28��
�
��
��

�

� ��
�� � �� � � �	����� ���� �� ��� ����	�� ����� ����	������ 
����������� ��������
� �� � � ����� � �� ��� �	��� �� ��� ����	�� ����� 
�� �
�
 �� ��� 	���	�� ����	��
����� 
 ��� 
�)����� ������ �	�� � ��� �)��� �� �	�� ����� �� �	�� �� ��� 
 ����
� 	�	 ��� � � � �� 	�
 
�)����� �	���� �� ��� ����������� �� �� ����� � 
 � ���� � 	�	
��� � � � ��� 	�
 �����	���� �	���� �� �	����� ��	����� � 
 ��� ������ �� �	�� ����
	�� 	��� �	� ���
 �� ����� 	��� ��	��
 �	��� �� � %��� � 	�
 �� ������� ��	� ��� � �	�
�� ������� �� � �� � ���� �� � %��� � � ��� 


��� �	� � � ��	� ��� ��� ��������	� ������ � 
 ��� ��	����� ���� �� � �� � �	�� � ���
	���	��
 ���� ���� ��� � ����� �� ���	
� ��	�� ���	� *�� � 	�
 ��� 
�)����� ������
	�� ������	��� 
����	��
 �� ��� ����� �� �	�� �	� � � ���	��� ���� 
 �	�� ����� ��
�	� ���
 �� ��� �	��� � � � %��� 	�
 �� ����
�	���� ��� ��	� ��� � ��	���� 	� �� 	��
� 
�� ��
� �� ��� �	��� � � � 
 ��� � %��� � � ��� ����� �� 	 ���	� � �	� � �����	� ���
� %��� � � ��� � ��� � �	� 
��	���	�� 	�
 ��� � 	� ���� � ����� 	� � � � 


���� � �	����� ��� ���� 	�	�� 
����� 	 ��������� 	� � %��� � � ��� 
 ���� �� ���

��	������� ����� ��� � ���������� �����	������ ��	��� ���� ����� 
�� ��	��
 ��
���	�� �� �������� � ������ ��	��� �� ����� 
�� ��	��
 �� �������� �� ��	��� � ���� ���
����� �������� � � ���� � %��� 
 � ��� ���� ������� ��	������� � ����� � ��� � �	� 
���

��



	���	�� 	�
 ��� � ��� ������ ����� �� �� ������ �+�	� �� ��� 	���	�� ����� 
 ���� ��
� ��	��� ��	��� �	�� �� ���	������� ���� �
 ���� ��	������ �������� 	�
 ��� ���	��
��� ������ �� ����	��� 	�� ������ �� ����� ���� �	�� ����� ����� ���
���� 	 ����
�� 	�� ���� 	� ����� 
 ���� � ���� ��� � �	� �� � � � ���� ��� ��	������� �	� �����

�������
 	�
 ��� 	���	�� ����� �� ��� ���������	���� �� � ��� �� ��� ������ 
 �
�


�����	���� 	� �������������� � ����� ������	���
 � ��� 
	�	 ����� ��	� ����� �� 	
���	��� ����	������ � � �	��� ������ � ����� 	���� ���� 	 �	��� ������ �� ��	��� �� 	
������� ����������� ��� ����	����� ��	��� 


��� ����	���� � � ��� ��	������� �� �
��� �� ��� � �	����� ���� �� � �� � �	�
� ��� �������
 �� ����� �����	����� 	�
 ������� ���� � ��� �	� ����� � ��� ����
�����
 �� ��� ���� 	���� � � �	��� ��	�� ��������� 
 � ����	����� �� ��	���	� ���� ��
*�� �%� � %�� %�� � ���
����
 ����� ����� � ����� �����	����� ����� ���� ���	��
�� �������� 	�� 	�����
 �� � ���� � �	�� �������
 ��	� 	� ��� ������ 	� ������ �� ���

���
 	�
 ��� 
������ � � ��� �	����� �����	��� � � �� � ������ �� ���� ��� � �	� 
 ����
�� ���������� � ��� ��� ������� ���� ������ �� 
�� 	�
 �������� ��	� ��� ������	����
������ � �� �����	�� �� � ��� ��	� � ��� ���	� *��� �� ��	���	� � �
�	 
 �

�����	����
������� ���� �� ������ *�� �%�� �	�� �������
 ��� �	�� ���	���� �� � �� � � �����
���
� ���
������� �� ��� ������ 	�
 �������� ��	� �� �� ��� 	� 	����	�� �� ��� �����	�
���� �����
� ���
 ���� 	�
 �� � ��� 
 �%� � % �� � ��� �	���� 	 ��	� �)��� �� ��	���	�
*��� 


��



��� ������� �� �	�� ����
 ���� ���� �� *�� � 	�
 ������ �%�� � �	�� � ��� ���

�� ��	������ ��� � ����� ��	� ��� ���� 	���� �� 	 � �	� �� � �� � �� 	 ����	���� ��
��� � 	�� ��� ��	������� �%� � %�� 
 �� 	 � �
� �	����� �� �������� � �����
��� �������
*�� �%�� � +�	�����	��� *�� ��� � %,� � 	�
 � 	���
 ��	���	� � 	����	�� �%� � %� � %% � ����
�� �	� � ��� �������
 ��	� � �� � �������� 	 � 	� ���� 	� � � � ��� ��	� � �� ���
������ �� *�� ��� � ����� 	 � �	� 	� �������� � ���� � 	� ��� ������ � � 	� � 
 �����
������	����� � ������
 � ��� ��� ��	� ������� �� ����	�
������ ��	���� 	�
 ��	� � �%� � �
�	�� � ��� ���
 �� �� ����� ��� ��	�� ��	� ��� ���� 	���� �� 	 � �	� �� � �� � �� 	
������� ��	�	��������� � � ��� � 	�� ��� ��	������� � 	�
 	 ������	�� ���
����� ��� ���
	���	�	��� � � 	 � ���
 ������ 


��� ������	����� ����	� ��	� � �� �	�� � ����� 	�� ��� ��� ���	�� ��	�������� ���
��
�
 �� ��� �� 	�� � � ��	� ��� �� � �� � 
 ����� � 	� 	 ��� �	����� ��	����� � �����
�� ��� �����	����� ��	������� ����� ��� �����	������ � ������ ��	��� ��	��� ����
���	�� �� �������� �� ����� �������� 
 ���� � ����� �� ��� ������	� *�� ����� � 	�


�� 	�����	���
 �� 	 ��	��� �� � �� � ����� ��� � �	� ��	� �	� ������� ��� �� 	��

�������� 
��	���	�� 	�
 ��� � 	� ���� �	��� �� � �� � � ����� 	� � � � 
 ���� � 	�
����� ��������� � ����� �� 	������ ��	������� 	� ������ �	����� ��	����� ����� ���
������ 
������� 	 ����
 ������ 	�
 ��� � �	� ��	���	�� �� � �� � 


�� ����	��� �� �	�� � �	����
 ����	�� ����� 
����������� �� ���� ������� ��

����� ��� ��� �)���� � � ������	��� ������	���� 
 �� ��
 ��	� � %��� � � ��� ���	�	���

��



��� ����� � ����� ���� ���	�� �� �������� � ���� ���� ��� ����� � ����� ����� ��������
���� 
 ���� ������	���� 	����� �� �� ����� ��� ������	� ����� � ����� �	�
�������
��	���	� *��� �� ��� ���� ��� 
������� ������� 
 �� ��� �	����� ��	����� ����� �� 	
�
����� ����� �� ����� ���	�� �� �������� 	�� ��� 
����	�� � ���������� �����	�����
	�
 � %��� � � ��� 
 �� ���� �	����� ��	����� ����� �� 	 �
���� ����� �� ����� �����
�������� �� ��� ��� 
� ��� � ���� �	�� ������� ��� ������ 
 ���� 
���� ����� � ��
��	�	�������
 �� �������� � � �����	����� ��	��� � ��� 	� 	���	�� ������ � %��� �� ���
�	��� � � � ��� � � %��� � � 
 ��� 
����� *��� ����� ���� ���	�� �� �������� � ���� �
	 � �	� �� � ���� �� �� � �� � � 	� ����� �������� � ���� �� 	�� �	� �� ��� 
���� ����� � �
��� � �	� 
��	���	�� 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.3

0.5

0.7

0.845

��
�

�

� ��
�� � �� � ��� �	��� � � �� � 	� 	 �������� �� ����������� �� �� ����� � 
 � ����
�� � ��� ���� ���	�� �� �������� 	�� �����	�� 	�
 	���� �� � ����� �������� �� ���� 
�� �	�� �����
�
 ��� 	����� �� 	�� �	��� �� �� � � ���� 


��� ��������� 	� � %��� � � ��� 
����� ��� ��	������� � ������ �����	������ 
���
��	��
 �� ���	�� �� �������� 	�
 �����	������ 
�� ��	��
 �� ����� �������� 
 ������

��



���� � �� ��� ���� �	��� �� 
����
 �� � ��� � ����� �� ��� �	��� �� ��� �	����� ��	�����
����� ����� ���� ���	�� �� �������� 	�� �����	�� 
 ���� �������� �� ������
 �� ����
��� � 
% ����� ��� 
	�	 ��� � ���� ������ � 
� 
 ���� ���� �� ��� ������������ � 	����	��
� � � � ��� �����	���� ��� �	��� �� � 
� �� ��� ��	��� ��� ����� 
 ���� �� � ��	��� �
	� �� �	� �� ������ � 
� � ��� �)���� �� �������� �� ��� �	�� �� �
 ����� � �� ����
�	���� ��	� � ����� � 
 ���� �� � �� 	� ������	�� �	����� ��	����� ��� 	�� �	���� ��
�������� 	�
 �� ��� ��	� �� �� 	� �����	���� �������� �� � 
 ���� �� � ��	��� �	���� �
���
���� ���� ������ 
�����	���� 	�
 ��������� ��	�� ���������� 
 ��� 
	�	 �� ����
��� � 
% �� ����� ��	� 	� � � � ���� �� � � �� � ����� �� ��� �	����� ��	����� 	�
����� ��� ������ � 	� � 
 ���� � �	�� ��	� 	� ��	��� � ����� ��������� ��	���� 	�

�� ������ �� 
�����	��
 	� ����	��� � ���� ���	�� �� �������� 
������ � ��� �����	������
��� 	�� �	���� � � �	����� ��	����� �� ��� ������	� ����� � 


 �� ��#	� � �#�'#� � $ � '#�
 �#' 
 ���

�� ���� ��	���� �� �	�� ��	����
 ������	���� � ������ ��	��������� �� ������	�
���	� *��� 
 ���� ������	���� �� ���� �	���
 � 
��	���� � ��� 	 ��	�	��������� ������
��	�� � ��	� 
������� 	� ��� � 	�� ��� ��	������� 	�
 	��������� �� 	� ��	���� �	���
��� �� ��� 
����� ��� �� 
 �� ��������	���� ��� ��	������� �� ����	�� ������ � ������
��	��� � �� �	�� ����� ��	� � %��� � � ��� ������ ��� ������	� ����� � ���� 
����� *��� �

�,



0.1  0.3 0.5 0.7
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Q
ua

si
−

S
ta

tic
 F

lo
w

s 
/ J

am
m

in
g Dilute Inertial Flows   

1 < ξ/ξ
el

 < 1.25 

Dense Inertial Flows 

1.25 < ξ/ξ
el

 < ∞ 

ξ/ξ
el

 = 1.25 

Binary Collisions 

Force Networks 

�

�

��

� ��
�� � ��� � ��	�� 
�	��	� �� ��	���	� ���	� *�� � ������
 	� 	 �������� �� ���
�	����� ��	����� � 	�
 ��� ����������� �� �� ����� � 
 ��� ��� ������ � �� ����� 	��
��	� �� � � ���� � ����� �� ����������
 �� ��� ������	� ���� �� ��� ���� 
 ��� �	��� ��
�� ���	�	��� ��� ������	� ����� � ���� ��� +�	�����	��� ����� � 	�
 �	� � ��� ���
��

��������� ��%� 
 � ��� �� �� ��� �� ��� ������	� ����� � 	�
 �	�� ����� ��	� ����� ��
	� ������	�� �	����� ��	����� �� � � ����� � %��� � � ��� 
 ��� � �	����
 �	���� �� �� �

�� ��
 �� ��� ����������� �� �� ����� 	�
 	�� ������
 �� ��� ��	�� 
�	��	� 
 ���
� � �� � ��� *�� �� �� ��� � ����� ������	� ����� � ����� � ���������� �����	������
������� �� � ��	�� �� �������� � ��� � � �� � ��� *�� �� �� ��� � ���� ������	� ����� �
����� ���� �	���
 ����� �������� � ���� �� ���� 


����� 	�� ������ 	���� ���� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� � 	�
 
���� *��� � �����
����� ��	��� � ���� �� ���� 
 �� 
����� �� � 	� ��� �	����� ��	����� 	� ����� � %��� �
� ��� 	�
 �� ��
 ��	� �� � 
�� ��
� �� ��� ����������� �� �� ����� � ��� �� 	��	�� ����
��	� ��� �	����� ��	����� �� 	� ����� ��� ������ � 	� � 
 ���� ��������� ���� ��
�������	��
 �� ��� ��	�� 
�	��	� �� � ����� � 
�� 


��� ��������� ���� ��� 
����� �� 
���� ����� � �� 	�����	���
 �� 	 +�	���	����
��	��� �� ��� �	���� � � ����	�� ������ � ������ ��	��� � � �	����
 ����� ��� ����	��

��



����� 
����������� �������� � �� � 
 ��� ���	� *��� �� ��� 
����� ����� � � �� � �	�
	 ��	� 	� �������� � � �����	� ��� ���	� *��� �� ��� 
���� ����� � ����� �� ��
��	� 
 ���� 
���������� ��	���� �� � �� � �	� � ��� �������
 �� ������� ���� �%�� 	�

	�����	���� ��� �� ������� �� ����� ��	�� �������� 


��



������� �


������ 

 �������� ����� � �
�

��� �	���� � � ��� � ���������� �����	����� � ������ ��	��� �	� �� ����	�� �� �
����	����� ��� ��� � �
����� �����
 � � �	����
 ��� 
 �� ��� �� ���� ��� �������� ��
������� 
�)����� �������� �� ��	���	� *�� 
 �� � ���� � ��� � ������ ������� �����
����� �� ��� 	��������� ��	� ���� ���	�� �� �������� 	�� �����	�� � 	�
 �� ��� ���
���� 	��������� ��� ��� ��� 	�����	������
 � ��� �� ������� ��� ������� ������ � �
�� �
����� �	��� ���
������� �� ����� ��� �������
 ������ ��	�� � 	�
 ����� �������
���� �� ��� ����� �������� ��	� 	���� �� ��� 
���� ����� � 
 �� ��
 ��	� ��� �����
������� � �
�� � 	��� 	����	�� ���
������� �� ���� ��� 
����� 	�
 
���� ����� �� 

� ��	���� �� ��
 � ��� ��� ������� ����� � �
��� ��� 
���� ����� � �� 	���� ���
����	�� ���������� � � ��� ����	� �� 
����� 	���� ��	� � ����� �� ������	��
 ��������
�� ��	��� 


�%



� �! � �����& ����'�

� ������ ������ �	� ����
 ���� ��
��� ������� �� 
������ ��� ��� �����+���������
���� ������ � � ����� 	� �	��� 	�
 ��+��
� ��� �� ���� 
 ���� ��� �	�� ���������� ��	�� �
	 ���	� 
�	� � � ����	��� �	� � ��� 
�����
 ���	�
� �����	������ ��� ���������� ��
������� ������ �� ������ ��	�� ��	���	� *��� � ����� ������ �� 
�����	��
 
�����
�����	������ � ������ ��	��� ��� � �%� 
 �� ���� ������� �� � ��� ������� ��� ���
�������
�� ������� ������ ��� ��	���	� *��� 


��� ������� ������ 
���������� �� ��	���	� ���	� *��� ���������� �� � ��������
����
 ��	��� �� �	��
 �� ��� �� ���� 	��������� ������� �+�	���� ��� �	�
�������
�����	������ ���� � ��� � ��� � ��, � ���� 
 ���� �� 	 ��������	� �+�	���� ��� ��� ����
�	������ 
����������� �������� � ����� ����� ��� ����	������ �� ��
 	 �	������ � ��� 	
����	�� �������� 	�
 ���� ����
 � ����	����� �� �� �� �+�	���� ��+���� ��� ���������� �
��� ���	�� �� ������� 	��������� 	�
 ��� � � �����	� ��	�� 	��������� 


��� ������ ��� ��� ��� ������ ���� ������	��� ��	� ��� ���� �����	�� �����	������
	�� �� �������� � ������ �	��� �� ��	��� 
 �� ���� � � � 	
� 	� 	 ���� �	��� ��	��

�� ��� 
����	���� � � ��� ����
��� �������� ���� 	���� � ����� ���� � ��� �	��� ���
������� ������ � � �	�
 ������� ����� 
 ��� ���	�� �� ������� 	��������� ������� ��	�
� ������� ��	������ �� �������� �	����
 ��� �� �� �������� � ������ �	��� �� ��	��� �

��



�� ��������� ���� 	 � ���������� ���������� ��� ��� �� �������	� ������ ��	� �	� ��

������� �������
 �� �������	� �����	����� � � ������ 	�� ������� 	��������� 


��� � �������� ����� ������ ���� ������	��� ��	� ��� ���� ���� 
�� ��
���� �� ���
��� �	������ 
����������� �������� �� 
����� ���
 ��� ��� �� ��� �	����� �� ��� ���
�	������ 
����������� �������� 
 ���� �� �+���	���� �� ��� ��	��� ��� ��	� ����� 	��
�� ������ �������	� ���� ���� ������	����� �� ���	�� �� �������� � ������ � �������� ����

��	��� 
 ���� 	��������� �� � 	
� 	���� ��� ���	�� �� ������� 	��������� 	�
 �)���
	 � �	�� �� 	����� �� 	�� ��� �� �������	� ��	������ �� � ������� 


�� � ���� �� ���������� 	� �������� �� ��� 
����	���� �� ��� � ������� �	�	���

�+�	���� ����� ������� ������� ����� ���� ��� ���� �� ��� �� �������	� ������ ������
	�
 �	� �� �	����
 ��� �� � ��� ���� ��� ���	�� �� ������� 	��������� 
 ��� �����	���
�� ��� ���	�� �� ������� 	��������� �	� � � �����
 ����� � �	����� �� ��� ������ ������
	�
 � ��� ������������� ���	�� 
��� ���� � � ������ �	��� 
 �� ���� ������� ���
������� ������ ���
������ ��� ��� �� �������	� ������ ������ 	�
 ��� �� 
�� ��
� ��
��� 	��������� � � � � �����	� ��	�� 


� ���� � �
������� � � ��� �����
����� ��
�

 ���
�
 � �� ���

� ���
� �����
��� � 

�� �����

� ������ ������ 	�� � �� 
������ � � 	��������� ���������� �	��
 �� ��� ������
	������ � ������ �	��� � � ��	��� 
 ���� ��+����� 	 �� �����	���� �� ��� �����	�����

� �



�������	�� 	�
 � � ��� �� ����	����� ��� � ���	���� ��� ������ 
�����	���� 
 ��� 
���
���	���� � ���	���� ��	� �	� � ��� � ��� ���������� ���
��
 �� ����	��	����� �� ����
����� � ��� 	 �����	�� ����������� �� �� ������ ���� �� ����� �	���
 �	�
������� �������
������ ���� � ��%� 
 �� ��
�� �� �	�� �������� ����� �	�
������� ������� ������� �� ��
������	�� �� � ���� �� � �����	���� ��	� ���� ���	�� �� �������� � ���� ���� � ���� 
 ����
� ���
� 	 �� ������� ���� ��	� ���	��� ��� �� ���	� ���� ������ �� ��� �����	����� ��	���
�	 
 � � 	 

 � �� ����� ��	� ���� ������ �	 � � 	 
 � �

�	 
 � 	 � � � �� �
 � �� �	 

 � 	 
 � � � �� �
 � �, 
��

��� ���� 	� �� �� ����� � � ����������� � ��	� 	�� �	�� �� ���� �+�	���� �����	��� ���
	� ���� �� ������ 
�����	���� � ��� � � � ��� ������ �� ��	���� 	�
 �� ������ ��

�����	��
 � 	� � �� ��
���
 �� ���� ��� ������ 
�����	���� ��	��� ���� � � �� 


� ������� ����� 	�� ���	��� ���������� ����� � � ��� �	�
������� ������� ��������
�� ��	���	� � �
�	 �� ��� �� ������������ ��	��� 	�
 ��������� �+�	���� �, 
�� ����
��
��� ���� � ����� �� �����	����� ������� ��	��� 
 � ��� �� � ��� �� ��� �� ��� ������������
������� �������� � ����� �	�� �������
 ��� � ��� ���� 	� 
����	����� 
 ��� ������� �
��� ���	��� ���	�
��� ��� �	��� �� 	�����	������ �� ������� �������� � � ��� ��� 
�� ��

����������� �� ��� ��������	� ���������� �� ��� ��	��� 


��



� ������ ������ ������ �� ��� ���	�� �� ������� 	��������� 	�
 �� ��������� �� �
� ����
 �� ���	� 
��� 	� ��� 
������ �� ��� *�� �����	��� 	�
 ������	����� ����
�	��� 	���� ��� � � �� �� � ��� 
 ��	����	���� ����
� ���� ����� ��� ���	�� �� �������
	��������� �� �
� ��� ������ � �� � �������� ����
 ��	��� �	�� ���� � ���� �� �	���
��	���� ��� � �� � �%� 
 ��� 
� 	�������� ��	� �� ��� �� �����	�� ��	���	� *��� ��
������� ���
 ��� ������� ��� �����	��� �� ��� ���	�� �� ������� 	��������� 	�
 ����
�
��� ��� 
����� ����� � 
 � ��� �	�
������� ������� ������� ��� 
� 	�������� ���
������������ ��	��� ������� 	 ���� 	� �� �� ����� �� ����������� 
 ������� � ��� 
�
	�������� 
� �� ��� 	���� � ��	� ���� ���	�� �� �������� � ���� 


�� ��� �����	��� �� ������� ��	� ��������	�� ������	��
 ����	��� 
� � ���� 

���� �� �� �
��� �� ��� ����� ������	���� � �	����� ���� �� 
�	���� � ����� ��
�
������
 	 ���� ��� ������	���� ������ � 
 ���� ���������	�� �����
 �� ���	��
 ��
��� ���	�
��� � � ��� ���	�� �� ������� 	��������� ����� �� ������� ��	� ��	�� ������
	�� ������	��
 ���� �	��� 
���	���� 	�
 
� ��� � ��� 
�� ��
 �� ��	���� ������ ��� 

�� ��� ��� ���� ����� 	���� � �� �� ����� � �� �	�� ��	����� ���� �� ��� ��	��� ������
������ 


��� ��	��� ������ ������ �� �+�	���� �� 
�� ����
�� ������������� �� ��� ������
	������ ���� ����	�� ������ � ������ ��	��� 
 �� ��� �	�� ��	� ���� ���	�� �� ��������
	�� �����
���
 � ��� �	��� � � ��� ��	��� ������ ������ �� 
����� ���
 �� �+�	���� �� 
��
����� ��� ���	�� ����� ���� �+�	���� �� 
� � 


��



���� ����
� ��� ��� �������	�� ������ ������

�� ��� � �
�

�
�

�� �
 ��� �� �
� �� �
� � �
 � �
� � � �, 
��

����� �� ��� ������ ������ ��	� 	�� �	�
������� ������� �������� 	������ �� � �
�� ���� 

�� 	�� �����	������ � ���� ������� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� � ��� �� �������	�

������ 	�
 ��� ��	��� ������ � ��� � � �
�����	� 
 ������� � �� ��� �	�� ��	� ��������
�� ����	����� ��	��� ���� � ��� 	���	�� ����	�� ����� � ������ 	�� ��� ��	��� � ���
� � ���	��� ��	� ��	� �� �������
 ���� �����
����� ���� ���	�� �� ��������� ���� ��
� ��	��� ��� �������� �� 	

�����	� ����	��� � ��� ��+���� 	 �	���� ����� �� �������
� �����	���� 
 �� ���� �	�� � ��� ��	��� ������ ������ � ��� � � �	���� ��	� ��� �� �������	�
������ ������ 	�
 ������� ������ � ��� ��� � � 	�����	��� 



���	���� ��� ��	��� 	�
 �� �������	� ������ ������� �� �+�	����� �� 
�� 	�
 �, 
��
�����
�� 	� ����������� �� ���� ��� �	��� 	��������� �� � ��	�� �� �������� 	�

������� 
����� ��� ���� ������� ������ �	� �� 	�����
 �� �	�
������� ��	���	�
*��� 
 �� ������� , 
�� , 
� 	�
 , 
� �� ������� � �	����� ���� �� ��� ��	��� 	�

�� �������	� ������ ������ ��� 	 � �
� �	��� �� ����������� 	�
 �	����� 
 ��� ������
������� 	�� �������
 �� ���� � �� ��� ��������  	�
 ���	� ������ ! � ���	��
 �� ���

��



������ ������� ��

� � � � � � � � �
� �� ��� � � �

��
� � �� ���

��� � �� �
��
�� � �, 
��

�!� � !� � � � �� ��� � ��
��� � � �� �

� � � ��
�

� � � � �, 
��

�� ��� 
	�	 �� � ������ , 
�� , 
� 	�
 , 
� ���� ��� �� �������	� 	�
 ��	��� �	���� ��
��� �������� 	�
 ���	� ������ 	�� ���� 	����
 �� ���� �� �	����� ��	� 	�� ����	���

�	��� 
 ��� ��� � �� �� ���� ������	�� �� ������ ��	� ����� �� 	 ����� � ����� ���
���	�� �� ������� 	��������� �� �
� 	�
 ��� ���� 	����
 ������ ������� 	�� �+�	� 
 ���
����
� � � �� �� ����� � 
�� ��
 �� ��� �	��� �� � ��� ��� ����������� �� �� ����� 	�

��� �	����� ��	����� 
 ��� 
	�	 �������� 	 ���������� ��	� ��� 
����� ����� � ��
	����	���
 	� 
������ �� ��
���
 �� ����������� �� �����	��
 


�����	
 � � ��	�	��������� ��� 
����� ����� � �� ���� � �� ����������� 	�
 �	����� �
�� �� 	
�	��	����� �� ������� �� �� ��� ���������	�� � 
 �� ������� , 
�� , 
� 	�


, 
� �� �	�� �� ����
 �� ��� 
	�	 �� ���� ����� ��� ������ ��	�� ���� ������ � 
�
�	������ ��� ���
����� � %��� � � ��� 
 ��� 	�� �� ��� 
	�	 � ���� ������ ���
�����
�� � ������ ��	�	�������� ��� 
����� ����� �� �� � %��� � � ��� ���� ��� ��	��� ������

������ �� 	����� �� 	���� �+�	� �� ��� �� �������	� ������ ������ 	�
 ��� ���
�������
�� ������� ������ 	�� �����	�� � �� � %��� � � ��� ���� �����	������ � ������ ��������
�� ��	��� � ���� �� ������ ������	�� 	�
 ������� ������ � �
����� �� ��� ����� � 


��



��� ������	� �	��� � � � %��� � � ��� �� 	��� ����� �� ��	����
 ��	� ��� ����	�� �����

����������� � �� � ����� ��� � �	� ���� ������ � 
�� 	�
 �����
�� 	 +�	����	���� � ���

��� ��� 
����� ����� � 	� ����� �� ������ � 
�� 
 ���
���� ��� 
������	��� � ������
��� �� �������	� 	�
 ��	��� �	���� �� ��� ������ ������ ����	�� ��� ���	�
��� �� ���
���	�� �� ������� 	��������� 	�
 ����� ��	� �� �� ���	��
 �� ��� ������ �� � � 	�
�������
 


�� 	

����� �� ��� 
������	��� ������� ��� �� �������	� 	�
 ��	��� ������ �������
�� ��� 
���� ����� � � 	������ ����������� ��	����� �� ��� 
	�	 �� ������� , 
�� , 
�
	�
 , 
� �� ��� �	��� 
������ � ��	���� �� ��� �� �������	� ������ 
 ��� �	��� �	����� �
!� � 	���	��� � ����� �� 
����	�� 
 ���� �� ��� ����
 ����� � 	� ��� 
������ �� �����	��

���	�
� ��� � 	�� ��� ������� �
 ����� 	�� ���� ������ � ����� ���� � ��� �� �������	�
������ ������ � ��� ��
��� �� ���� ���	��� �� �� ����������	� �� ��� 	���	�� ���	����
���� ���� � � ����	����� ��	��� 
 �� �� 	��� ����������� �� ���� ��	� ��� �� �������	�
���	� ������ � ����� �� 
����	�� � ����� ��� �� �������	� �������� 
 ���� �� ���	��
 ��
��� 	��������� � � ���	��
 ��	���	� � 	����	�� 	�
 ��� �	�� ��	� ��� ������	����
������ 
����
� �� ��� ������	���� �� �	��� �� ��	��� 


�,



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0.92 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
10

−1

10
0

10
1

10
2

10
3

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.05

0.1

packing fraction

ss

sbc

spred

e=0.92

��

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0.75

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.1

0.2

packing fraction

ss     
sbc  
spred

e=0.75

��

� ��
�� � �� � �� �� � ��
��	 � ���� 	����
 �	���� �� ��� �������� ������ 	�
 ���	�
������ ������� ��� �	����� ����������� �� �� ������ � � � �%� 	�
 � � � ��� 
 ��� �����
����� 	�� ���� 	����
 ��  � ���� �+�	���� �, 
%� 	�
 ��� ���	� �������� 	�� ���� 	��
���
 �� �� �

� ���� �+�	���� �, 
��� 
 ��� 
����� ����� � �� ��	�	�������
 �� ��� �	���
�� ����������� 	�
 �	����� ����� ��� ��	��� 	�
 �� �������	� �	���� 	�� �+�	� 
 � ����


	�	 � � ���� ���������
 �� �	���� �� ����������� 	�
 �	����� ����� � %��� � � ����
���� �����
�� 	 ��� ��� +�	����	���� ���
����� ��� ��� � ���
	�� �� ��� 
����� ����� � 

� ������ ������ �� ��� ����
 �� 	���� �� ��� 
����� ����� � 	�
 ��� ���
������ ��� ���
�������� �� ���
 ��� 	�� � 
 ��� ���
������ ��� ��� ���	� ������ ��������� 	��� ���
	���	� �	��� � 
�� �� �������� ���� ���� ������	����� 
 ��	��	 � � ����� �������	� ���� ����
������	����� 	� 	 �������� � � �	����� ��	����� �
����
 �� �+�	���� �, 
��� 


��



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0.5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

0.2 0.4 0.6 0.8
0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

packing fraction

ss

sbc

spred

e=0.5

��

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0.25

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

0.2 0.4 0.6 0.8
0.15

0.2

0.25

0.3

packing fraction

ss

sbc

spred

e=0.25

��

� ��
�� � �� � �	�� 	� ������ , 
�� ��� ��� � � � �� 	�
 � � � ��� 


��



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

0.2 0.4 0.6 0.8
0.15

0.2
0.25

0.3
0.35

packing fraction

ss

sbc

spred

e=0.1

��

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 p

re
ss

ur
e

ps

pbc

ppred

e=0 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

10
−1

10
0

10
1

10
2

packing fraction

no
rm

al
iz

ed
 s

he
ar

 s
tr

es
s

ss

sbc

spred

0.2 0.4 0.6 0.8
0.15

0.2
0.25

0.3
0.35

packing fraction

e=0

��

� ��
�� � �� � �	�� 	� ������� , 
� 	�
 , 
� � ��� ��� � � � �� 	�
 � � � 


�%



� ���� � 
�� ��� ���
 � � � ������ ����
� ��� ��� � ����� ��


����
 � 

�� �����

�� � ��� ��� �� ��� �� ��� ���
������� �� ������� ������ �� ��� 
����� ����� �
����� � ���� � � ��� 	�
 ��� ���	�� �� ������� 	��������� �� �
� 
 �� ���� ����� � ��
� ��� ���� ��� ���
������� � � �	�
������� ������� ������ ��� ���� ��� �������� 	�

���	� ������ 
 ����� ���
������� �	�� � ��� �������� ���	���
 ���� � ��� � ���� �����
��� 
�	��	�������� ���	����� �� �� ��� ��� ������ �+�	���� 
 ��� ������ �+�	�
���� 
����� ���� ��� ��� � 
�� ��
���� �� ��� �����	������ ����	������ 
�����������
�������� ��
� � �� ���� � � � �� ������� ������ � ������ ��	��� 
 �� ��� �	�
������� 	��
���� �� 	���� ��� �� ������� ������ ���� ������� �� � ��	�� �����	������ 	�
 ��� ��� �

�� ��
���� � � ��� �����	������ �
� �	� ��������� � � ��������
 �� ���� � �� � ��� ���
�����	������ �
� 
 ��� �	�
������� ��	���	� � 	����	�� � ������ �� �+�	���� ��	
�

��� � 	 � � ���� 	�
 �� � � 	 � � �� � �� �� � � 	 �� � �, 
��

� ��� �� ����� ��

�� �� � � 	 �� � � 
 $	 � 
 $ �� � � �� � � � � �� � � � �, 
,�
� ��	� � 	�
 �� � � � � � � � 	 
� � 	 
� � �� � � 	�
 �� � � � � � � � 	 � � 	 � � ��� �

%�



�� ����� �+�	����� � ��� ��� � 
�� ��
���� �� ��� �����	������ �
� � 	�
 �� ���	��
 �� 	
�� �������	� ���� ��	� +�	������ ��� ����	������ �� �	�� 	�
 ���� ������������� � 	�
	 ����	�� ���� ���� 	 � � 
�� �� ���	�� �� �������� 
 � ��	�� �� �������� � ���� 	����
���
�� �+�	���� �, 
�� 	�
 ���� �
 ���� ������ ��������� ������ �������	� �	���� 
 � �� ���

���� �������� 	�
 � � 	 � � 	 � 
 ��� �	�
 ������ ��	���	� *��� � ���� ���� ���
��� ������ �+�	���� �	� � � ���� 	��� 
�����
 � � �������� � ��� ��� ���	�� �� �������
	��������� 	�
 	 
����	���� �� ��� ����
��� �������� �+�	���� ���� � ���� 


� ���
������ ��� ��� �� �������	� ������ ������ �� ���	���
 �� ������ �� ��� � ���
��
�� �� �+�	���� �, 
�� �� �	 � � ����� � �� ��� �	������ � 	�� � 	�
 ������	���� ����
	 � 
 ���� � ���
� ��� ��	��� ��� �+�	���� ��� � ������� 
������ ����� � ���� �����

��� ������ ������ �	� � � ��	
 �) 	�

������� � � � �
�

� � 
 $	 � 
 $	 � 
 $ �� � � �� � � � � �� � � ������
� 
 �

� $�� 	�
 �� � �� � ��� � � � �� � 	 � � 	 � � �� � �, 
��

���� �� ��� �	�
������� ������� ������ ���
������ ��� ��� �� �������	� ������ 	�
 ��

�� ��
� �� ��� �����	������ �
� � 	�
 � ����� �� �� ���	��
 �� ��� ����� ��	� 	�����
���� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� 


�� ��
�� �� 
����� ��� ��� ������ ������ 	�
 �� ��� ��� ������ �+�	���� � �� ��
������	�� �� ������� � 	�
 �� ���� � �� � 	�
 
 ���� �� 
��� �� 	���� ��� ��	� ����� 	��

% �



�� ���� ���� ������	����� � ������ ��	��� ��	� 	�� 	���� �� �� ���
� � ����� ����
�

� ��� �� � � �� � 	 � � 	 � � �� � � �� � � �� �� �� � � 	 � � ��� ��� � 	 � � �� �, 
��

	�
 ��
���� ��� ������ �+�	���� �, 
�� �� 	 ��������	� 
�)������	� �+�	���� ���
��� �����	������ �
� 
 ��� �������� � �� ����������
 	� ��� �+��������� ������	����
�������� 	� ����	�� 	�
 
�� ��
� �� ��� �� �	� �	��� �� ��� 
������


���� ��� ������ �+�	���� �	� � ��� ��������
 �� ���� � �� ���� ��� �����	������
�
� � �� �	� � � �� ���
 ����� ��� 
�	��	�������� ���	����� ��� �� ���� � �����
���	�
� � 	�
 	�
 �� �� ��	
����� �� ��� � 	�� 
������� � ������� 
������� 	�


������ 
������
 ���� ��� ���� �	� � ��� �	����
 ��� ��� ��	���	� ���	� *��� �� � ���
��
�� �� ��� ��	
����� �� � ��� 
 ���� � ��� � ���� 
 � ��� � 	�
 �� 
����� ���
 �������
���� ���	����� 	 ���
������ ��� ��� �� �������	� ������ ������ � ������� ������� � ���
��
�� �� ��� ��	
����� � �	� �� � 	
� �� ��������� �+�	����� �, 
�� 	�
 �, 
�� 
 ���
������� � � �� �� �	����	���� ��� ����
�� ������	� ���	� *��� �� �����

� ����� � � �� � ���� � �, 
%������
�� �

� � ��
�

� �
� � � � �� �� � ��� ���� � �, 
���

� ��� � �� � �
� � � � �� � �� � �� �� � ��� �

� � � ��� � ���� �� � ��� �

%�



����� ���
������� ��� ��� ���� 	����
 ���	� ������ 	�
 �������� 
�� ��
 ���� �� ���
����������� � � ��� �	����� ��	����� � � 	�
 ��� �	�� ������	���� �������� 	� ����	��
� 
 ��� ���� 	������ �	����� 	�� ����� �� � � � ��� �� 	�
 �

� � � ���� ��� �
����� � �� ��� ��	�� � 	�� � � ��� ��	�� 
�	� ���� � � ��� ��	���	� ������	���� �

	�
 � ��� ������ 
������
 � �� �� ����� �	��	���� �	� �� � �	����
 
������� ����
�����	����� 	�
 �� �	� ������� ���� ��� ���
������� �� �	�
������� ������� ������
� ������ ����� 	�� ������ �	�	������ 
 �� ��� ��� 	���	�� �	��� �� ��	�� � 	�� 	�


�	� ���� ��� � 	�
 � � 	�
 
����� ��� � �� ��	����� ��� ������ �� �� �������� ��	�
� ���� � �� �����
 ������ �� 
����� �� � � �� �+��������� �����	����� ����� � � �

	�
 �� � � 
 ������ ������ ���	��� � �� � ������� ��� �+�	���� � � � �� 
� ��� 

���� � ����
 ��� � �	������ � �	� � ��� ���
 �� ����� ������ ���
��� ����� 


�� ���� ��� ���� 	����
 ���
������� ���� �+�	����� �, 
%� 	�
 �, 
��� �� ����
���� , 
�� , 
� 	�
 , 
� � ����� ���� 	�� ����	��
 �� 
	�	 ��� ��� ������ ������ 
 �����
�	�
������� ������� ������ � 	��� ��� ���	�� �� ������� 	��������� � ����� ���
���
����� 	�� ���� 	�����	��� �� ��� 
����� ����� � � ����� ���������
� �� ��� �� ��
����� �� ����� � ���� � � ��� 
 �� ����
�	���� ������ ��	� ��� ���
������ ��� ���
�������� � 	����� ��� � �	����
 �������� �� 	�� �� ��� 
����� ������ � �� �	�� ������
���	��
 
 
����
����� ��	� ����� 	�� �� 	
� ���	��� �	�	������ � ���� �� 	 ���� ��
���
������� ��� ������� ������


%�



��� ���
������ ��� ��� ���	� ������ 	��� �	����� ��� 
	�	 �� ��� 
����� ����� �
+���� ���� ��� �	��� ����������� 
 ������� � 	� ��� ����������� ������� �� 	���� � ���
���
������ ��� ��� ���	� ������ � ����� �� ��������� 	�� ��� � �	����
 �	��� 
 ����
��������� 	���� �� 
�� �� ������ �������	� ���� ���� ������	����� � 	 � ���	���� ��	�

�	� � ��� ��������	��
 �� �������� ���
��� ����� 
 � ��	��� �+�	���� �, 
�� 	���� ��
��	� ����� 	�� �� ������ �������	� ���� ���� ������	����� � �� ����� ������	����� �� ���
���� ��� 	���	�� � ������� ��	������
 �� �	�� �+�	���� � ��� ��	��� 
 �� ��� ����
�� �������	� ���� 	� ���� ������ �� ��� ��	��� ���
 �� � � 	�����
 �	����	�����
 � ����
��� 	���	�� � ������� ��	������
 � ��� 
����	�� ������	��� � �	����� ��� �������
������ ���
������ �� ��������� 	�� ���
������� 	��� ��� � �	����
 �	���� 


�� ��� ������ � � � ������ , 
�� , 
� 	�
 , 
� � �� 
����	� � �	����� ���� �� ��� ����
�� �������	� ���� ���� ������	����� � � 
����
 	�

� � � ��	 
 � � �� �
 � �	 

 � �� �
 ���� � �, 
���

����� 	�� ���� 	����
 �� ��� ��	���	� ������	���� 
 ���� 
�������� ����
� 	 ����
����� �	��� ���� ������ �������	� ��	�� ���� ������ ���
 �� � � 	�����
 � 	�
 ��� 	��
����������� �� �� ������ �� ������� ��	� ��� ������	����� 	�� �������� 
 �� 	

����� �
��� � 	�����
� � � ��� 
������	��� � ������ � �	����
 	�
 ���
����
 ���	� ������ ��
������� ����������	� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� ������	����� 
 ����� ������	�����

%�



������� �������� ��� ���������� ��	� ��� ������ �� ��� ������� ������ ���
������ 	��

�� �� ��� ������ �������	� ���� ���� ������	����� 
 �� �� � ������� � ���������� ��	� ���
������	����� 	)��� ��� ���
����
 �	��� �� ��� ���	� ������ � ��� ��� ��� ���
����

�	��� � � ��� �������� 


�� ����	��� ������� ������ � 	��� ���
������� �	��
 �� ��� ���	�� �� �������
	��������� 	�
 ��� � � �����	� ��	�� 	��������� 
 ��� ������ ������ ���
����
 ��
�	�
������� ������� ������ �� ������ ��� 	����	�� �� ��� 
����� ����� � 	�
 	� ����
����������� �� �� ������ 
 � � ��� ����������� �� �� ����� �� ��
���
 � ��� ���
�������
��� ��� ���	� ������ � ���� �� �	�� 
�� �� ��� � � �����	� ��	�� 	��������� �� �+�	�
���� �, 
�� 
 �

�����	���� 	� � ���� ������� �	���� ��	� � ��� 	�
 ��� ��	���	� *��
	����	���� ��� 
���� ����� � � �	�
������� ������� ������ �� ��	��� �� �	�� ���
���
����� ����� ��� ���	�� �� ������� 	��������� �� �� ������ �	��
 
 ����� ������	�����

�� �����	�� ��	� ��� �	����	����� ��	� �	�� � ��� � 	
� ���� � ��� � ���� ����� ���
������� 	���������� � � �	�
������� ������� ������ 	�� 	����	�� � 	�
 ��	� �� �� ���
�	���� � � ��� ���
	����	� 	���������� ��	� 	�� �	����� ������� ������ �� �	�� 	�

���
 �� � � 	

�����
 


� ����� ����	��� ���� � ���� �	� ��������	��
 �� ������� ��� � � �����	� ��	��
	��������� � � �+�	���� �, 
�� � ����� ��� ���������� �� ������� ������ �� 	������
��� ���� ���� ������	����� � ����� �	�� ���� ��	����
 �� ��������� ���� � ��� � ��� � ��, �

���� 
 ����� ���
��� 	�� 	�� �
 	� � 	���� � ����� ���
������� �� ��� 
����� ����� �

%�



	�
 ��� ����	��� ����� ��	� ���� �� ��� ������� 	����	�� �� �	�� 
 ������� � �� ���

���� ����� � � ����� � ������� �	��� 	�
 �������� �� �����	����� ��	��� � �����
������	�� � 	 ������� ������ 	����	�� �� �� ������ �����	�� 
�� �� ��� ���	�
���
�� ��� � ��� ���
	� ���	� 	��������� 
 �� ���� �	�� � ��� �������� ���� � � 
�������

��	� �	�� ����� ������	���� 	�
 �� �������� � ����� ���� 	������ 


� �� 
�'&�(�����'� % ��� �

�� �	�� �������
 ��	� ��� ������	����� ����� �� ��� ��� � ���� � � ��� ���	��
	��
��� ��� � � ��� ���	�� �� ������� 	��������� 	�
 ������� ��������� ��
��� ��� ����� �

�� 	�����	������ �� ������� ������
 ��� ����	���� ��	� �)���� ��� ���
������� ���

��� ������ ������ �� ������ � ���� ����	�	��
 ������� �������� ��	� 	�� �	���� ��	�

��� ��	��� 
 ���� � ���	���� �	� � ��� ���������	��� ��������	��
 ���������� ���� �

��% � ��� � ���� ��� � ��� � ��� � � ��� ��� 	�	����� �	� 	��	�� 	�����
 	� ������� ������
������� 
 �� ���� ������� �� � ��� �����
��� 	 �	� �� ��������	�� ����� ����	�	����

������� ����� ����
 �������� ���� ������������ � �
��� ��� ��� ������ ������ 


� ���� ������	� *��� � ����� 	�� ��� +�	�����	��� 	�
 �	� ��� � � � �
���
 ��

	���� ��� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� � �	�� �������� � ����� 	� 	����� ���


�� ����	��� ��� � �, � ��� 
 � ������� �� ����� ��	��� � ����� ����	���� �� ���� ����� �
	�
 ����� �)���� ���� � � �����
�
 �� 	�� ���������� � �
�� �� +�	������� ���	��


%,



�� ����	�� ������ 
 �� ��� �	�
������� ��� �� � ������ 	�� ����	�	��
 ����	��	�������

������� ����	�� �������� 	�
 ��� �	��� �� ��� ����	�� ����� � ������ 	�� �	��

�� ��	��� 
�� ��
� �� � ��� ��� ���	���� ���� ���� �� ��� �	�� 	�
 ��� �	���� �� ���

����� ����	�� ������ �� ��� ������� � ���� ����� 	 ���� 
���	��� 	�	�
 ���� �����

��	����� � ������ ��� 
����	�� ������������ �� ��� ����	�� ������ �� ��� 
����

������	� ����� � 	�
 �� � �
���
 � ���� 


��� �� ��� �������� � � ����� ��	�� �������� � ��� �	��� �� ��� ��	��� ������ ������

� ������ �	���� ��	� ��	� �� �	����	��
 �	��
 �� ���	�� �� �������� � ������ ��	��� 

�� �����
����� ��� ��� ���� ������ �� ��� ����� �������� � �� �� � ����� �� �� 
�����

� �	�����
 ������������ ���	����� ��� ��� ��	��� ������ ������ ��	� �� �
 ��� 	�� � � ���

	�� � ��� �����	�� �� ��� 
���� ����� � ����� � ���� � �


�+�	���� �� 
�� ��� ��� ��	��� ������ ������ 	�
 �+�	���� �, 
�� ��� ��� �� �������	�
������ 	�� �
�����	� �� ���� � ��� ��� 
�)����� �	���� ��� ��� ����	�� ����� 
 ���

��	��� ������ ������ �� ����������	� �� ��� ���	� ����	�� ����� � ����������
 �� 	

�	�� �� ����	����� ��	��� ����� ��� �� �������	� ������ ������ �� ����������	� �� ���

�� �������	� ����� �� � 
 ��� 
�)������ �� ��� �	���� �� ��� ������ ������� �� ���������

���	��
 �� ����� ������ 	�
 ��� �	�� ��	� � � �� � �� ��� 
���� ������	� ����� � 

�� 
����� 	 ������������ ���	���� ��� ��� ��	��� ������ ������ �� � ��� 
����� ��� � ��

	���	�� � ��� ��� ����	�� ������ 
�� ��
 �� ���� ������ �� ��� ����� ������� 


%�



� ��� ����� �������� �	�� ���� �
 � ��� ����	�� ����� � ������ 	 �	�� �� ��	���

�� �	���� ��	� ��	� �� �������
 ���� �����
����� ���� ���	�� �� �������� 
 ���� ��

� ��	��� ����� ��	��� �� ��� ������� �����
� 	� �)������ �������� ��	� ������ ���

�	�� �������� 	�
 �����	��� ��� ����	�� ����� 
 � 	���� 	���	���� ��� ����	�� �����
� � � ������� ��	��� � 	�
 � �� �+�	� �� ��� ��� �� 	 �� �������	� ���� � ���� �)����

���� ��� ������� �
� � � � � � �� � �

�����
�� �

� � �� � �, 
���

�� ���� �+�	���� � ��� � ��� ���� �� ��� �� �������	� ����� � 
����
 �� �+�	���� �� 
� � �
����� �� 
����� ���
 �� �	��� ���� ��� ���	���� ���� 	� ���� ������ �� ��� ����	�����

��	��� � 	�
 � 
 �� �� ��� ����� ������	�� �� ������� � �����	���� � ������ 	 �	�� ��
� ��	�� �� ���
 ��� ��	��� �� ��� 	������ �� ����� �������� 
 ���� �������� ���� ����

����� �����	���� ����� � ��� � � �	���� � 
�� �� ��� ��*����� �� ��� ����� ��	��� �� ���

������� 
 ���� �� ����
�
 �� ��� �����
 ���� 	�
 	����� ���� ������ ����	�	����

������� �	��� �� ��� ����� ��	�� ������� � 	� �������
 �� ������ , 
� 
 �� ��
 ��
���������� �� ����� �� �� �)��� ���� ���� � � � �� ��	� ��������� ������������� ����


�)����� �	���������� � 
 ��� ���	� 	

�����	� ����� ���
�
 �� ������� � �����	����

������� ��	��� � 	�
 � �� �+�	� �� ��� ��� �� ��� ������������� � � �� ���� 	��

������ �� �	���������� � � ���� �� ��� ����� ������� 


%�



� ��
�� � �� � � ������� � � ����	����� ��	��� 
 ��� ����	�� ����� � ������ ���
��	
�
 ��	��� � 	�
 � �� 
����� ���
 �� ��� �� �	� �� �������	� ����� � � �� � � � ��� ����
�� �	� ������������� ���� ������ ����	�	���� ������� ��� ������� 
 �� �� ����������
�� ���	���� ����� ������ �	� �)���� ���� ������������� ���� 
�)����� �	���������� 

�� ��� ��� ���� �� 	 �	�� � � ���� ����� ����� ��� �� �	� ����	�� ����� � ������ ��	���
� 	�
 � �� ��	�������
 ������� ��� ������� �� ��	�� � 
 �� ��� ��
 ����� �� 	 
	��
�� ���� ��� � 	�� �� ��� �����
 ����� �� 	 
	�� �� ���� ��� �

%%



� ����� , �� �������	��� ��� ������ 
��
	�	�� 	�� ������ ��� ������ �� 
	���

������ � ��� ��	

 �� � ���	��� ��	�� � �� �� ����	�� � ��� ��	�� � � �� �� �����	���

��� ����� � ������ ��	��� � 	�� � � �� ��� �����	��� ��� ����� � ������ ��	��� � 	��

� � �� ��� �	� ��� ��� �)��� �� �����	���� ��� ����	�� ����� � ������ ��	��� � 	��

� � �� � ��� �	 �� �� �� 	 
	�� � � ������ ����� �� � �� ����� ��� �� �	 � ����� � ��� � 
���


��
	�	�� ������� ����� ��	��� �� ��*����� ��� ����	�� � ������ � 	�� � �

��� ��� �) ��� � � ������ 
��
	�	���� ������� ��) ����� 
	��� ������� �	� �� �	 ��

�� �	��� ��
 ����� ��� �� 	���
� ��	� ��� �
 ��� �� �	�� 
��
	�	���� ������� ���

������� �� ��������� �	�� � �� ��� �� �	���	 � �� ��� 
 ������ �� ����� ��	�� ��
 �� � ��� ��
��	 ���� ��� ��	��� � ��� 	 �	��� ��� ����� ���)���� � �� �� ������
���� �� �������	����


��
	�	���� ������� ��� ������� 
��� �	���� ��	� ����	��� 	�� ���	��� �� ���

������� � �� � ��� ����� �� ����������� 	 
	�� �� ������ � � �� 	� �������	��� ��

� ����� , �� � � ��	��� ��	�� � �� �� ����	�� � ��� ��	�� � � ��� �� �	 � ����	�� �����

� � �� � �����	��� ��� �	 �	� � � � � � �
 	� 	
 �	�� �+		 � �� � � �� � 
	���
 ���� �
 ���

������ � � ��� 	�� �� � ������ ��� 	��� ������� ���������� ��	��� �� � � � 	�� �� � � � �

�� �� 	��	
� ��	� ��	�� � �	� �� ����	��� �	� ���� �
 � 	�� ��	�� � �	� �� ���


�	��� �	� ���� �
 � � ���� ��� �)��� �� 	 �� 
	��� �� ������ ��� �� �� �����	�� � � � ��

�+		���� �, ���� �
 	� 	
 �	��

� � �� � ���
�� � �� �� �

�� � � � �� � � � � �� � � ���
�� � �� �� �

�� � � � �� � � � � �� � � �, ����

���



����� �� �� �� ��� 	��� ������ ���������� ��� ������ �� ��	��� � 	�� � � �� �� ��
���


���� ����	��� 	 �� � � ��� �)���� ���
 
	��� �� ������ ��� �� �	�� �� ��� ����	�����

��	��� � 	�� � �

�� 	� 	�	����	� 
 	���� � ��� 
	�� ���
 ��	�� � �� � �� � �� � ��	�� , ��

��

����� 	 
	�� � � ������ ��� �� � �� � �� ��� �����	��� ��� �	 �	� �� � � � �	� ��

��� �� �	� ����� � ������ � 	�� � � ��� ���	 � 	�������	 � ����� � ������ ��	��� � 	��

� 	������ ���
 
	��� � � ������ ��� �� ����� �


� � �
�

� ���
�� � �� �� �

�� � � � �� � � ���
� �� � �� � ���

�� � �� � �� � �� � ��� �

� ���
�� � �� �� �

�� �� � �� � � ���
� �� � �� � ���

�� � �� � �� � �� � ��� � � �, �	� �

����� ���� 	�	�� ��	�� � �	� �� ����	��� �	� ���� �
 � 	�� ��	�� � �	� �� ����	���

�	� ���� �
 � � �� �	 ��	 �	�� ��� �)��� �� 
	��� �� ������ ��� � �� 	 ��� �	
� ����

	���	�� ��� �� ����	��� � � ��	�� � � �	�� ��� �
 � � � 	�� ��� �� ����	��� �� ��	��

� � �	�� ��� �
 �
� �

��� �������	���� �� � � � ���
 	� 	�����	�
 
	��
������ � �	� � � �����
 ���� �


������	 ��� ��� 	���� 	��	
���� � 	�� ��� ��
�������� � ���
� �����	���� �
 ��
 



 ��� � ���
 ��
��� �� ��� �������	���� �	
��� � 	�� 	�� 	 ��� ��������� �� ���

���
����� 	��	���
��� � � ��� ����� ������
� � ��� �

���	�� ������	��� 	����� 	�

� ����
�� �	��� � �� �� �������� ��� ���	 � ����� � � � ��	� 	� 	�����	�
 
	�� �� ���


	� 	



�	����� ��	��� � 	�� � �������	�� �� ��� ������
 � �� �� 
	�� 	��	
� � � ���� ��	�

��� 	��		 � �� �������	 � ����� � � �� � � �� �� �� � ��		�� 	 ���� �� ����	�� �	� ��� 
	��

�	���� ��	� ��� �	 �	� � � ��� �� �������	 � ����� 	 ���� � � �� �� ��	�� �� ��� ������	���

�+		����

� � � � � � �� �
�
� ���
�� � �� �� �

�� � � � �� � � � ���
�� � �� �� �

�� �� � �� � ���
� � � �� � � �, �	��

��� 	���� ��������	����� 	 ���� ��� 	 �����
 ��	���� �� � � �� � �� �� �
 ��
 	��� ��

����
 	�� ���� � �� ��� �� ��� 
 	� �
	
 
	��
������ � �� ��	� �� ���� � �� � ��� 	��	
�

��	� �� ���
� 	���� �� ��� ����� ��	�� ������
� � �� �� 	 ���� � 	� �� ������� ���


 	� �
	
 ���� � � ��� ����� ��	��� � ��� ��� ������	���� ������ �� �	�� 
 �	�	���


��� ��	��
 � ���� � � ���� � 	 � ���
� ��	�� ��

 ���	�� ��� 	�	�
��� ����� 	 ���� ��

����	�� ����� ��	�� 
��
	�	�� ��� �����
 	��	�� 	 ������ ���
 	�� ����� ��	�� �� ��


	� �
	
 
	��
������ �� ��� ����� ������
� � ��� 	 ��	 ������ ��	�	�	� 
 	����	 � � ���

	��	

���� ��	� �� ���
� 	���� ���	�� �� �	���
 	��	�	�� � ���		�� ��� 
��
	�	����

�� ������ ����	�� ���
� �� 	 ����� ��	�� �� 	 ��	
 � 
��
������	 � �� ��� ��� 
���	�� ��

�� �� � 	 ����� 
��
	�	���� 	��	�� 	 ������ ���
 ��	�� +	 ��
 �
 ����
� 
	�� �
 	 ����

��	� ��� ����� ������ �� ��� ������
 	�� ��	�� ��� 	

��� �	� �
 �������	�� ��

�+		���� �, �	�� �

	��



� ���� ��� 	���� 	�	 �
��� � �� �� 
����� �� �� ��

 �����
 �����
 ��� ��� ������ ���


��� �	��� �� 
��
 ������ � � ��� ����� ������
 	�� ��� �� �������	 � �������� � �� �� ��

�	����� �	� �� ��� ���� �	�������� 	�� ��� 
���������� 	�� ������ �� ��� �� ���� ���

�	�������� � ��� 
 	�� 	

��� �
 	���� �� ��� 
 ��� � �� ��	� ���
� �� ��� ����� ���


���
 	�� ��� �����	�� 	� ��� 	 ���� � ���� � 	 � �� ��� �� ��� 	

�� �	�
�) ��� �����

������
 
��
	�	���� �

� �� �� ����� ��� ��� ��� 
�
�

 ���
�


�� 
	
� �	 ��	 �	����� 	���� ��� ����� ������
 
 ��� � � �� �� 	���	� �� ��� ����

��� �+		����� ��� � � �� �� ���
 � �� ������	�� �����	� �� �	
� � �� � ��� �� �
 
������

��� 	�	 �
��� ��� ���
��
 ������	� �
���
 � � 	 ����	�� �� �	� �	���
 �� �����	����� ��

� ����� ��
 ������ � �� �� �������� ��� 	���	�� ����	�� ����� � ������ ��� ��	���

����	����� 	� 	� 	�� �� � � ������� � �� � � ���� �+		���� �, �	�� �	� �� �����	 �����
��

� �� � � �� � �� � �
� ����	�
�
�� �

� � �� � � �, �	,�

�� �� �+		��� ��� 	���	�� ����� � ������ ��	��� ����	����� 	� 	�� �� � �� ��� 	���	��

�� �������	 � ����� 	� ��	� 	�� �� � 
 �	� �)���� ���
 ��� ������
 � ���� � �����	������

	��



�+		����� �, �	�� 	�� �, �	� � �� 	�����	�
 
	��
������ � �����

� � ��� � �
��

�� �
�� � 	� � ������� ��

����	�� �� $�� ��� ��� � ��	���	 ��� � ��	��� ��� ��� � ��� � � �, �	��

�� �� �� �+		���� � �	�� �	
 ���
 ��� 
��� ��	� ��
�������� �	� � ��� ��
 �	��� �


	� ������	 � ���� �� � �� ��� �� ��� 	��	�	� ������	���� �� �	�� ���
 �� ��� ��	�� �

	�� �	�� ������	 � 	 ��� ����	��� 	 ������ ��	� ��
 �	��� ��� ��� 
���	�� � ����
��	� ��� ��	��� � � �	�� ������	 � 	�� 	��	���� �� ��	� ��� ��	�� 	� ���
 � �� ���


 ��
 ����� �� �����	
 ��� ��	�� 	� ���
 � � 	 � �� ����� �� 
��
���
 ��	�	������� ���


���	�����
 �� �	�� 	 ����	�� 	� �� � �� 	 ��� ������	�� ��� 
���	�����
 �	������� �
	�� �	 � ��� �	������ � ��� � ����� ��� 
���	�����
 �� �	�� 	 ���� �� ����	�� 	� 	�� ��

�� ��� � �� � �, � �� � ��� � �� ��� �	�� ��	� ����� 	�� ��� ��� 
 ���� ����	��� �� 	 ���� ��

��	�� � �� ��� �� ������	�
 �� ���
 	 ��	�� � �� �� 
���	�����
 
	�� � � 
 ������ ��%� �
��� �	������ � ��� ��	 ��� � ��	�� ����� ��� ���������	 � 
���	�����
 �� �	�� 	 ����	��

	� �� � 
��� ���� ��	� ����� 	 ���	�
 �� 	 ����	�� 	� ��	� � 	�� �� �� 
������ �� �	��

������	 � � � ��	 ��
� ��� �	������ �� � ��� � 
��� ���� ��� �� �������	 � ����� 	� ��� ��� ��

��� 
	�� 	�� 	 �	���� � � �� � 	� � ����� � �� ��� 	���	�� �������	���� �	
��� � ��

����	��� ��� �	�� ���
 �

	��



� ������ �
 
 ��� 	���	� ���
 �� �+		���� �, �	�� �	� �� ���	���� �
 ��	�����

��� ������	���� �	��	� ��� �� � � � �� � ��	� � �� �� ���	��� �� ��� ��
�������

� � �� � �
��

�� �
�� � 	� � �� ��

	�� �� $� � ���
�� � �� �� � �� �� � ��


 � � �

��� � �� � ��


 � � �

� � �, �	��

�� ��� ������� ��� 	���	�� �)��� �� 	�� ������ ��	� 
��
	�	�� ����	�� 	 
	�� ��

������ � �� ��� �����
������
 �� 	 ����	�� � ��� ������	���� � � �� 	������� �� �� ��


��
	�	���� �	��� �� ��� ������ �� ��� 	�� �� � ������ �	���+	��� ����	��� � ��


	�� 	��� �����
 ��	�� ��� ������	��� ���
 �+		���� �, �	�� � �� �� ������	��� �	�

�� �����	 ����� 	�

� �� � � �� � �� � �� � 	� � �� ��
	�� �� $��	

�� � ��� �� �� �� � � � � �� � �� � � �, �	%�

	�� ��������� 	 ���� �� ����	�� 	� 	�� �� � �� �������	�� 	� 
 ��� 	 ����� �� �� � �� � ��

��� ������
 �

�+		����� �, �	�� 	�� �, �	%� � ��
����� � ��� ��� �	��� ����� ������
 �+		

���� �, �	,� � ��

���� ��� ������	 � ���
 �� ��� ����� ������
 
 ���� � �� ����� ��

�	��
 �	� ��� ������	����� � �� �� ������	�
 �� 
��� ��� �	������	 � ���
 �� � �� �
	�� �� � �� � � ����� �	������� 	�� � 

������� 	�� �	� �� � ������ 	� ��	���� ������ �


��
��� �� �
 ���
 � ��	� 	�� 	��� � 

 ������� � � ��� ��	� ����	��� �� ��� ����	��


���	�����
 ��� � �� � �, � �� � ��� �	� ����� ��	� � �� � �� ���� 	

��� �
 	��� �
 
��



	��



  0.3
C(θ)

0.1 

(a) 

  0.5   1.5

(b) F
bc

(θ)

� ��
�� � �� � �� �	� 
 ���� � � 
 �	�	��
 ���� ��	�	 
 � ����� 	�� ��� ������� �� �� �
��� ����	�� 
���	�����
 �������	���� � �� � 	�� �� � ��� �� �������	 � ����� �������	����
�� � �� �� ��� � � ��� 	 ��	�	�	� 
 	����	 � � ��� � � � 	�� � � � ��% � ��� ����� 	��
�� �� ��		����� �� ��	� 	�� ��� �	 �	�� �� ��� ��	���� ��

������ 	�� 
 ������ ��
� ��	�� � �� �

��� �� �
 ��� ������ ��	���� ���
 � � �� ��� ��	� �� � �� � �	� ��� �	
 � 
��
���
� ��

� ��� ��������� 	

��� �
 	��

� �� � � 	

�� �	 � �� ��� �� � � 
� ��� �� � � �� ����
�� � �� � � ��� � � �	 � �	 ��� �� � � 
	 ��� �� � � �� ��	�

�� � ��	�� � �� �� 
 ��� �	�	 � � ����� �	������� ��� 	 ��	�	�	� 
 	����	 � � ��� � � �
	�� � � � ��% � 	���� � ��� 	 �� �� ��� 	� ��� ��		����� � ��� �� �� ������	����

�
 ��

	���� ��� �	���� ������ 
�� � �
��� ��� � 	�� �����
�	���� ������ � 	� 
�� �

	� ��� � � ��� � ��� ��� � � 	� �� � �� � ���� � �� ��� ���
 ��� 
 ���� ��	� �� �� � ���
�����

	

��� �
 	���� ��� ��� ����	�� 
���	�����
 	�� �� �������	 � ����� �� �	 ��� ���� �

	��



0.2 0.4 0.6 0.8
−1

−0.5

0

packing fraction
0.2 0.4 0.6 0.8

0

0.2

0.4

packing fraction

e=0
e=0.1
e=0.25
e=0.5
e=0.75
e=0.92

0.2 0.4 0.6 0.8

−0.2

0

0.2

packing fraction
0.2 0.4 0.6 0.8

−0.4

−0.2

0

0.2

packing fraction

��

�� �

��

���

� ��
�� � �� � �	 �	�� � � ��� ��	���� ��

 ������ ���
 ��		���� �� ��	� �

�� �	�� 
 �	�	��� � �� � 	�� �� � �� � ��� 	 � ��� �	��� �� ������	���� �� �� ������

	�� 
	�
 ��� ��	������ � �� � ��	�� � �� �� 
 ��� ��� �	 �	� �� ��� ��	���� ��

������

���
 ��		����� �� ���� 	�� �� ��	� � �� ��� ��	�	������� ��� �	������	 � ���
 �� 	 ��

�	��� � ����� 
 ���� ����	 � ��	� ��� 	�������

 �� ���� ��� ����	�� 
���	�����


	�� �� �������	 � ����� ��
 ��� ����������
 �� ��� �	 �	� �� ��� 
	�
 ��� ��	����� 	��

������	���� �� �� � ���� � ��� ���� �� ��� ��

 ������ �� 	 ��	
 � �� ����� 	��	 �����	�

��� 
 	����	�� � � ��� ��� � ����� �� �� ������ �� ��� ��	���� ������ �� ���� ��	� 	��� �

�� �� �� ��	� 	���� � 	� �� ��	��	�� ��� ������ �� ��		����� �� ���� 	�� �� ��	� 	� � ���

����� 	�� ����� ��� ���� 	����
 ��� �� ��� 	��		 � �	�	 � 	� �� � ��	�� � �� �

	�




��� ��	� �� �	�� 	 �	������	 � ���
 ��� � �� � 	�� �� � �� � � �� �	� �� ��� ��� � � �� �
�� � ��� ����� �� ��� ��	���� ��

������ ��� � � 
� � �	 � � 
	 � � �� �� �����

� � �� � � ��� � � ��� 	�� �� ��� � ��	 ��� ���� 
	 ��� �� ��
��

�� 	
� �� ��� �� � ��� ���� 
� ��� �� �� �

�� ����

����� � 	�� � 	�� �	��	� ��� ��	� ��
 ��� �� ��� ���
���
 �� ��� ����� ������
�

	�� 	�� ��
������ �� 	�

�� �� � � � �� ��
��� �� $��	 �� � ��� �� ��	 � ��� ��� �� � �� ����

�� �	� 	 ��� �� ��� ��� ��� ������	��� �� ��		���� �� �	%� � �� ������ ����� �� ���

��	���� ��

 ������ � ��� ������	��� ��		���� �����

� �� ���� � � � � �� � 	� � 	 � �� ��� �

�� �� � ��
����� � ��� ��		���� �� ���� � ����� 	 ������ ���
	�	 ��� � � �

� � �� � � ��� � � � 
 �� �� �� � 	� � 	�� � � � �� � 	�� ��	 ��� �� � � 
	 ��� �� � �� ����
� ��

�� 	
� � �� � 	�� 
 �� �� �� � 	� � 	���� ��� ��� �� � � 
� ��� �� � � �

�� ��� �� ��� ��

 ���� �� �	���� �� � ��� ����� �� ��� � � 
� � �	 � � 
	 � �

	��



�� �� �� �	���� �	� ��� � � 	��� �� 	����� 	� 	 �������	���� �� �	���� ��� ��� ������

������ � ��� ��	��� ������ ������ �� ����� �
 ��		���� �� ��� � �� ��� �	� � � ��� ������

�� ���
��
 ������� 	�

� ��� �
	
�

� $�� �� �� �� �� �� � �
�
�
�
��

���� � ��� � ��� �

��� � ��� � ��� � �

�
�
�
�� � �� ����

����� � �� � �� ��� 	���	�� �	 �	� �� ��� ����	��� � ������ ��	��� 	� ����	�� ��� 	

����� 	�� �� � �� �	� ��
	�	����� �� ������� ��	� � �� � �	� ���
 ���� �� ��
 �������

�� � �� � ����� ���� ��	� 	��� � 	�� �� � ��� ��������� ��� � �� � � �� � � �� �	� 	 ���

	�� �� �� �	
 � ������	 � ���
 �� �����
 ��� ��� �� �������	� ������ ������ �
 ��
 �	� ���

� �� � � ��� �� � �� � �

�� �� �� 
� ��� � �� �	�� 
 	�� �
 ��������	��� �� ��� 
����	�� 	�� ���	� ������

�� ������� � ��� ������ ������ � ��� 
����	�� �� ����� �
 ���
�	 �� ��� ��	�� �� ��		

���� �� ���� 	�� ��� ���	� ������ �
 ������ �� 
��	���	� � ��
 ��� � �	� ����� ���

�		������� �� ��� �	��
 ������� � ��� ������ ������ � ����� �� 	 �� ��� ����
 ������

���
 	�� � � ����	� ���� � � �����	 ���
� �� � ��� 	�� �
		
� ��������� ��� �� �	���� ���

� �� � ���
 ��		����� �� �	�� 	�� �� ���� ���� ��		���� �� ���� � �� 	����� 	� ���

�� ���� ��� �������	���� �� �	����� ��	� �	��
 ������� � ��� ������ ������ �

� � � � � �� � � �
� �����	�
�� 	


 �� �� �� � 	� � 	�� � �� ��
�

	�%



�� � �� �� � � � 	

�
� �����	�
�� 	

��	� � �� � 	��

� ��
��

���
� � �� � 	�� 
�� �� �� � 	� � 	����� � �� ����

� �
		
� �� �

		� � � �
� �����	�
�� 	

�
 �� �� �� � 	� � 	�� �
� 
	
� �

� �� � 	��

� � 
�
�

��
���

� � �� � 	�� 
�� �� �� � 	� � 	����� �� ��%�

����� ��		����� �� �	�� ��� ��	��� 
����	�� 	�� ��	��� ���	� ������ �� ��� �� �������	 �

�	 �	�� 	�� 
��
 ������ � � ��� ����� ������
� �

� �� �� ������� ��� ���� �	��
��

��		����� �� ��
� � �� ��
� 	�� �� ���� 
	
� 
���������� ��� 	 �� ����
 ������ ��
 



������ �� ��� ������ ������ � ��� ���� �	�� ���� �� �	�� ��		���� ����� ��� ���������

� ������ ��� ��	��� 	�� �� �������	 � �	 �	�� �� ������ 	�� �� �� �	��� �� �	�� �	�� ��

����	�� ��	�	��� � � ��� ����� ������
� � ����� ����	�� ��� 	�������

 �� ��� ����	��


���	�����
 	�� �� �������	� ����� ��� � � 
� � �	 � � 
	 � � ��� ���� �� ��� ����� ������
� 	�

�		������ �
 ��� ������ ��	 �� � ���� � ��� 	���	�� �������	���� �	
��� � � 	�� 	


	�� � � ���
����� �	��	� ��� � 	�� � ��	� 	�� ������ �� ��		���� �� ���� 	�� 	��

���	��� �� ��� �������	���� �� ����	��� �� 	 ���� �� ��	��� � �� �	�� 
 �	�	��� 	 ��

�� ����� �	��	� ��� 
��� ��	��
 ����
� ��� � � � 	�� � �

		�



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

1

1.5

2

2.5

3

packing fraction

0.2 0.4 0.6 0.8

1.5

2

2.5

3

packing fraction

dt
dt/4
dt/10

e=0
e=0.1
e=0.25
e=0.5
e=0.75
e=0.92 e=0 

(a) 

�

�

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

packing fraction

(b) �

�

� ����� � 	� 
 �� � ��� �������	���� �	
��� 	�� �� � � 	�� � ��� 	 � ��� �	����
 ��

	�
 ��� ��	������ 	�� ������	���� �� �� � ����� � ��� �	�� �� �� �� � 	�� ��� �	
 � 	�
�� �� � � 
 ����	�� � 	�� � ��
��� ����������
 �� ��� �	 �	� �� � 	�� � � ��� �	�	� ��
� �� 	 ��	
� 	

��� �
 	�� �
 � �
� �

			



�� � ��	�� � �
 �� 
 ��� ��� �	 �	�� �� � � � 	�� � 	� 
 �	�	��� �� �	� ��
	�	����� �

�� 
 �	�	�� � �
 	���	���� ���� ����
����� ����	��� � ������ 	� 
	��� �� ����	�����

��	��� ��	� ���� 	 ��� ����	����� �� ��� 
��� ��	� ��
 � ���
 � �� �� ���	��� ��	� �� �


��� ��	��� �	�
� ��� � � ��� ����� ������
 �� ���������� 	�� ��	� ��	������ ����	���

�� ��� ���� 	 �������	���� �	
��� ��	� �� 	����� �	��
 � ��� � �� �� 
 �	�	��
 ��� ��

� �� �� ��� ��
 ��� �� ��� ��
 � ���
 � 	� �� ����� �� ��� ����� � �� 	 ��� 
�	�	�� �

	�� � � 	�������� �� ��		���� �� ���� � �
 	���	���� ���� ��� �	
 � ��� �� ����	��� �

�� ������� ��	� � � � ��� 	 �� ��	�	�	� 
 	����	 �� �� �	�� ���������� �

�� �	�� ��� 
�	�	��� ����
 �	��	� �� �� ��� �������	���� ���	����� �� ��		


����� �� ��
� � �� ��
� 	�� �� ���� � �� �	� ��������� ���� ��� �	 ��� ��
 �� ��� 
����������

� ����	� 	���� 	�
 ������ 
	�	
����� � �	� �� ��� ��

 ��� ��
 �� ��� ��		����� � �� ��

���������� �� 
 ��� ��� �����
�	��
���� �� �	�� ��		���� ����	� ��� ����
�	��
���� �

�� �� �� ����� �� � ��	�� � �
 	���� 	 �� �� ��� �	�	 �� �	�� �� ������� � � ������ ��

�� �� �	
� ��� �	�	 ��� �	�� ��

 ����� �� ��� ������ ������ �� ��	
��� ���� ��� ����


�������� �
 ��� �����
������
 
 ��� � ���� 	� ��	�� ��	� ���	��� � �� �� �� ��	
��

�� ��
 ���	 ��
 ����
 ��� ����� ��� �	��	� ��� �� ��� 
���������� ���� �� �	�� 	 � ���

�	��	��� 	� 	 �	������ � � ������	���� �� �� ����� 	�� 
	�
 ��� ��	����� �

��� �� ��	
�� �� 	 �� � � �	� �	�	 ���� ��� �	���� 
�������� �
 ��� �����
� �����



 ���� ����� 	��	�	��� ��	� ��� �	��� ������ �� ������ 
��
	�	���� ����	�� �����

������
� �� �	 ��� � ������� � ����� ��� ��
	�	����� 
�������� ���� � ��	� ���� 	 � ���

		�



10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

rhs

lh
s

e=0
e=0.1
e=0.25
e=0.5
e=0.75
e=0.92
prediction

(a) 

Prediction from Eqn. (6.27)
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Prediction from Eqn. (6.28)
for the shear stress     
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Prediction from Eqn. (6.29)   
for the xx stress component 
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